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Presentacion

El presente es el sexto Calendario Matematico que elaboramos con motivo del Pro-
grama de Olimpiadas Matematicas, que lleva adelante la Asociacion Venezolana de
Competencias Matematicas v la Fundacidn Para el Desarrollo de Competencias. El
mismo tiene como objetivo facilitar a docentes v alumnos, un grupo de problemas
de matematicas recreativas, junto con una serie de pequenos articulos de divulgacion
de temas matemdticos o sugerencias de trabajo en el aula. Para esto iltimo conta-
mos con la colaboracion de un grupo de colegas de varias instituciones nacionales e
internacionales, quienes gustosamente nos ofrecen su apoyvo todos los anos.

De todos es conocido el premio Nobel,(wuw. nobelprize.org), que otorga anualmente
la Academia Sueca en varias dreas del quehacer humano. Este premio deja un vacio
al no incluir a los matematicos entre los galardonados. Sin embargo, existen una serie
de premios en el mundo dirigidos especialmente a esta productiva comunidad.

Entre los méds importantes hay cuatro
otorgados por la Unidn Internacional de
Matemaéticos, IMU por sus siglas en in-
glés, la medalla Fields, establecido en
1936, dirigido a matemdticos menores
de 40 afios, por sus grandes aportes
al desarrollo de esta ciencia, el premio
Nevanlinna, en honor a Rolf Nevanli-
nna, v establecido en 1982, con el ob-
jetivo de premiar aportes al desarro-
llo de aspectos computacionales de las
matematicas, el premio Carl Friedrich
Gauss, otorgado por vez primera en el ano 2006 para destacar aquellas contribu-
ciones excepeionales en matemiticas que hayan tenido aplicaciones importantes fuera
de ella v la medalla Chern, desde el ano 2010, para aquellos individuos cuyo ta-
lento matemadtico ha alcanzado un altfsimo grado de reconocimiento, http://www.
mathunion.org/general/prizes.

}r.'-}"'_l??.:“ .~ También v fuera de la IMU tenemos
Joes =7~ el premio Wolf, www.wolffund.org.
T

)< ::ﬁ) il, v el premio Abel, uuw.abelpx_‘ize.

Wolf Foundation - 491 197 & 4.4/ DO. que reconocen la trayectoria cl.(?
‘{;. el matemadticos durante toda su  vi-
e da. En el drea de las competen-
cias matematicas, también hay premios

A B I_ internacionales, la Federacion Mun-

PRISEN dial de Asociaciones de Competencias

Mateméticas, WFNMC por sus siglas

en inglés, otorga cada dos anos el

premio Erdds, a matemdticos que han ayudado a difundir las competencias

matematicas en un pais o regién, http://www.ant . edu.au/wfnmcaw.html.

En Venezuela tenemos un premio dirigido
a toda nuestra comunidad cientifica el cual
goza de un gran prestigio desde la primera

vez que se otorgd. Es el premio “Lorenzo Ffundacién
Mendoza Fleury”, de la Fundacion Em- /

presas Polar, conocido comiinmente como ( E MPRESAS POLAR

¢l Premio Polar. Este premio se otorgd por /

vez primera en el ano de 1983 v en home-

naje por estos 30 aiios de tan distinguida

actividad le dedicamos nuestro calendario.

Como parte de este homenaje contamos con 7 articulos escritos por 7 matemadticos
venezolanos que han recibido el premio, ademds de otros realizados por algunos de
nuestros colaboradores usuales asi como una historia breve del premio, escrita por
Renato Valdivieso.

Unas palabras sobre los problemas. Hemos tenido el cuidado de presentarlos en orden
creciente de dificultad, aunque eso siempre tendra sus detractores, pues lo que resulta
facil para algunas personas, puede ser dificil para otras. Los seis primeros meses son
dedicados a problemas de la Olimpiada Recreativa de Matematicas.

El lector podra ver en las esquinas superiores el simbolo ORM y sus
siglas, para indicar esta competencia. En el segundo semestre del
ano cada pdagina se identifica con las siglas OJM, para indicar que
los problemas corresponden a la Olimpiada Juvenil de Matematicas.

Aprovechamos la oportunidad para agradecer a todos nuestros colaboradores, quienes
desinteresadamente nos entregan ano a ano buenos articulos para enriquecer el Ca-
lendario Matemético.

Para mayor informacion sobre las Olimpiadas Matemiticas puede visitar nuestros
sitios de internet, wuw.acm.ciens.ucv.ve v www.olimpiadarecreativa.com

Rafael Sanchez Lamoneda
Asociacién Venezolana de Competencias Matematicas
Universidad Central de Venezuela
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
1 “El genio se compone del 2 i Qué cifra debe colocarse en lu- 3 Mueve un palillo para que la 4 Corrige la siguiente igualdad
dos por ciento de talento gar de x para que la igualdad siguiente igualdad sea correcta errdnea 17 + 54 = 60 intercam-
v del noventa y ocho por 152 =T = 236 sea correcta? biando de lugar dos digitos.
ciento de perseverante apli- 5+8=5
cacién.”
Ludwig Van Beethoven (1770 -
1827). Compositor, director de
orquesta y pianista.
7 Dos regalos cuestan Bs. 110 en 8 Se tiene una caja grande, con 9 Si una caja de galletas tiene 10 Un dia del afio 2013, una amiga 11 Carlos juega con sus amigos.
total. Si uno de ellos cuesta Bs. cuatro cajas medianas dentro, 9 paquetes, cada uno de estos le dice a otra: “Hace dos dias mi Al principio tiene 346 metras.
100 méds que el otro, jcudnto tres cajas chicas dentro de cada tiene 10 galletas y se quieren hijo Eduardo tenfa 6 afios y el Primero gana 125 metras, des-
cuesta el regalo mds caro? mediana y dos cajas pequenas repartir, equitativamente, entre ano que viene cumplird 9 anos”. pués gana 208, y al final pierde
dentro de cada chica. jPuedes 6 nifios jcudntas galletas le toca i Cudndo nacié Eduardoe? 112 metras. ;Con cudntas me-
decir cudl es el niimero total de a cada uno de ellos? tras se quedd al terminar el
cajas que se tienen? juego?
Ana tiene 12 caramelos, Mdénica “Nunca consideres el estu- ;Cudntas unidades son 3 cente- Ricardo tiene 6 afios mds que Elba empieza sus clases a las
14 tiene 7 caramelos menos que 15 dio como una obligacién, 16 nas y 7 unidades? 17 su hermana. Si Ricardo tiene 18 7:20 am y sale 5 horas y me-
Ana y Esther tiene 4 carame- sino como una oportunidad 23 anos, jcudntos anos tiene su dia después. Se va a su casa y
los més que Mdnica. ;Cudntos para penetrar en el bello hermana? llega en 1 hora y 15 minutos.
caramelos tiene Esther? ¥y maravilloso mundo del i Qué hora es cuando llega a su
saber.” casa?
Albert Einstein (1879 - 1955).
Fisico.
Somos dos ndmeros cuyo pro- iCudntas casillas blancas més i Cudntas unidades son 20 cen- Cuatro amigos comen helado. iCudntos tridngulos hay en la
271 ducto es 24 y nuestra diferencia | 22 deben tener un eirculo negro 3 tenas méds 1 decena mis 3 | 24 Se sabe que: Natalia come més |25 figura?
es 10. ;Quiénes somos? para que la cantidad de casillas unidades? que Alicia, Elias come més que
blancas sean el doble de la can- Jimmy, Elias come menos que
tidad de casillas con circulos ne- Alicia. Ordena a los amigos des-
gros? de el que come mds hasta el que
— COmEe Menos.
i
*HY
Una heladeria ofrece 7 sabores ;Cudntos nimeros de seis cifras En una mesa hay Bs. 595 en bi- Los cumpleafios de Alberto,
28 distintos de helados (vainilla, | 29 puedes formar usando cuatro | 3() lletes de Bs. 50, Bs. 20, Bs. 10 (3] Benito, Carla y Dora son los

fresa, chocolate, coco, nutella,
almendra y avellana). ;Cudntas
barquillas diferentes de 2 sa-
bores pueden hacerse?

numeros 2 y dos niimeros 37

y Bs. 5. jCudntos billetes hay
en la mesa si tienes el mismo
mimero de cada uno de ellos?

dias: 16 de enero, 27 de abril,
19 de junio y 19 de enero, pero
no en ese orden. Benito y Car-
la nacieron el mismo mes y Al-
berto y Carla nacieron el mismo
dia del mes. jQuién naci6 el 27
de abril?




Premio Fundacion Empresas Polar «Lorenzo Mendoza Fleury»
30 aiios distinguiendo a la ciencia en Venezuela

El 31 de mayo de 1983 se otorgd por primera vez
el premio Fundacién Empresas Polar “Lorenzo Men-
doza Fleury”. En ya casi treinta anos este reconocido
galardon se ha entregado en quince oportunidades y se
ha reconocido a 75 cientificos venezolanos, de los cuales
dieciséis son matematicos.

Los origenes y objetivos de este premio

A principios de la década de los anos ochenta se generalizdo en el pais cierto
sseepticismo sobre el papel que debia ejercer la investigacion cientifica en nuestro
desarrollo. Como ahora, en esa época esta actividad no parecia ser bien comprendida
y el investigador cientifico, especialmente el de las disciplinas bisicas, se sentia poco
estimado vy, en momentos hasta criticado por la falta de resultados socialmente
comprensibles, En vista de esta preocupante sensaciom y con ocasion de su quinto
aniversario, Fundacién Empresas Polar quiso hacer algo significativo, de verdadera
trascendencia, para el desarrollo de la ciencia en Venezuela. Algo que combatiera ese
escepticismo v que contribuyera a elevar la valoracion que la sociedad venezolana le
asignaba a las actividades cientificas v que a su vez permitiera ayudar a crear nuevos
referentes para nuestra juventud estudiosa.

Con base en estas consideraciones el 26 de marzo de 1982 se cred el premio Fundacion
Empresas Polar para dar reconocimiento a los investigadores cientificos venezolanos y
se le dio el nombre de “Lorenzo Mendoza Fleury” como justo homenaje al fundador
de Empresas Polar. Un afio después se otorgd, por primera vez, a cinco venezolanos
meritorios.

Las bases del premio y su procedimiento

En sus bases quedo instituido que dicho premio se entrega cada dos afios, a no mds de
cinco cientificos venezolanos que trabajen en el pais, en las dreas de Biologia, Fisica,
Cuimica, Mateméticas y sus interdisciplinas. A este efecto, la Fundacion Empresas
Polar se atribuyd la responsabilidad de nombrar, para cada edicion del premio,
al jurado, llamado Comité de Seleccidn; un equipo integrado por siete miembros,
investigadores de reconocido prestigio, quienes son los encargados de identificar entre
los candidatos presentados, a los cientificos galardonados.

La primera tarea de cada Comité de Seleccidn es designar a un grupo de entre 50-55 in-
vestigadores, llamados Proponentes, quienes son los que escogen hasta tres candidatos,
cada uno, y los proponen al Comité de Seleccién para que estos decidan quienes serdn
los galardonados en cada edicion del premio.

Para llegar al veredicto el Comité de Selec-
cion se refine varias veces para estudiar los
expedientes de los candidatos presentados
v luego de arduas sesiones de andlisis llegan
al esperado resultado (los cinco nombres
de los cientificos ganadores) el cual es pre-
sentado a la Junta Directiva de Fundacion
Empresas Polar, instancia que ratifica di-
cho veredicto. Luego, se informa al pais so-
bre los investigadores seleccionados y pos-
teriormente, en acto piblico, se entrega el
galardon.

Los resultados

Hasta el afio 2012 el premio Fundacion Empresas Polar “Lorenzo Mendoza Fleury”
se ha entregado en quince oportunidades, ddandose reconocimiento a 75 cientificos
venezolanos, diez de los cuales son mujeres. De este gran total, el 35% son del drea
de la biologia, 24 % de fisica, 21 % de matemdticas v 20% de quimica. El Instituto
Venezolano de Investigaciones Cientificas (IVIC) es la institucién con el mayor
nimero de galardonados. Del total de premiados hasta la fecha, el 37% pertenccen
o han pertenecido al IVIC, seguidos de la Universidad Central de Venezuela (21 %),
Universidad de los Andes (15%), Universidad Simén Bolivar (9%), Centro de Inves-
tigaciones de Astronomia Francisco J. Duarte (5%). También han sido premiados
investigadores de la Universidad de Oriente, Universidad del Zulia, Universidad de
Carabobo, IDEA, INTEVEP ¢ [BM.

Hasta ahora, la historia del premio nos muestra que han resultado 16 matematicos
galardonados, ellos son: Carlos Di Prisco (1983), Rodrigo Arocena (1985), Gerardo
Mendoza (1987), Gustavo Ponce (1987), Miguel Méndez (1993). Leonardo Mora
(1993), Hebertt Sira (1995), José Rafael Ledn (1997), Antonio Tineo (1997), Luis
Bdez Duarte (1999), Hugo Leiva (2001), Lazaro Recht (2003), Pedro Berrizbeitia
(2005); Carlos Uszcdtegui (2007), Stefania Marcantognini (2009) y Carenne Ludefia
(2011).

Estamos convencidos que en el futuro algunos de los actuales participantes de las
olimpiadas matematicas irdan a engrosar el grupo de los galardonados con el premio
Fundacion Empresas Polar “Lorenzo Mendoza Fleury”, sin duda, el premio mds im-
portante para la ciencia en Venezuela,

Renato Valdivieso
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{Cudntos tridngulos hay en la

figura?

Alan, Daniel, Pablo v Tomds
ganaron las primeras posiciones
en un torneo de ajedrez. La
suma de los niimeros de posi-
cidn de Alan, Daniel y Tomds
es 6. La suma de los mimeros
de posicion de Daniel y Pablo
es G. Daniel quedd mejor ubi-
cado que Alan. ;En qué lugar
quedd cada nifie?

Dos pizzas pequenas y una pi-
zza grande cuesta igual que cin-
co pizzas pequenas. Las pizzas
pequenas cuestan Bs. 45 cada
una. ;Cudnto cuesta una pizza
grande?

Coloca en los cuadritos a los
digitos 6, 5, 8, 2 y 4 de tal for-
ma que, al restar, obtengas la
mayor diferencia posible, jeudl
es esa diferencia?

-28H

Tenemos cuatro perros: un gal-
go, un dogo, un alano ¥ un po-
denco. El podenco come mds
que el galgo; el alano come mas
que el podenco v come menos
que el dogo. jCudl de los cua-
tro perros serfa mds barato de
mantener?

En una hilera de cuatro casas,
la familia Pérez vive al lado de
la familia Gémez pero no al la-
do de la familia Benitez. 5i la
familia Benitez no vive al lado
de la familia Lépez, jeudl es la
familia vecina mds cercana a la
familia Lopez?

11

“Antes que toda otra cosa
la preparacion es la clave
para el éxito.”

Alexander Graham Bell (1847 -
1922). Cientifico, inventor y lo-
gopeda.

12

“El éxito es aprender a ir

de fracaso en fracaso sin de-
sesperarse.”
Winston  Churchill (1874 -

1965). Politico y Primer Mi-
nistro del Reino Unido en dos
periodos.

13

Un grifo pierde una gota
de agua cada 3 segundos.
i Cuéintas gotas pierde en tres
cuartos de hora?

14

Felipe tiene una bolsa con me-
tras, le da la mitad a Luis v lo
invita a jugar; pierde la mitad
de las metras que le quedan y
ahora tiene 6. ;Cudntas metras
tenia la bolsa?

15

Si a un mimero le sumas 4 y le
restas 6, el resultado es 3. ;Cudl
es el nmimero?

18

En un tercer grado hay 32
alumnos y 36 asientos. Un dia,
la maestra entra y ve que en
la primera fila hay 3 asientos
vacios, en la tercera fila 2 y en la
quinta fila 5. ; Cudntos alumnos
faltaron ese dia?

19

Luisa tiene 36 metras y Juan
10. Juegan juntos y, al finalizar,
cada uno tiene la misma canti-
dad de metras. ;jQuién gand y
cudntas metras ganG?

20

En el patio de la escuela juegan
280 ninos. Al sonar el timbre se
colocan en filas de 20 ninos cada
una. Si todas las nifas se colo-
can en G filas, jeudntas filas hay
de varones?

21

Con igual cantidad de billetes
de Bs 20 v de Bs 10, Luis ha lo-
grado reunir Bs. 690. ; Cudntos
son los billetes de cada valor?

22

Soy un mimero de dos cifras.
Tengo un tres en el lugar de
las unidades. Soy mayor que 85.
L Quién soy?

25

Un ascensor sale de la planta
baja con 5 personas. El ascensor
=e detiene en todos los pisos. En
cada piso suben 2 personas. En
los pisos pares bajan 3 personas
v en los pisos impares no ba-
ja ninguna. ;Cudntas personas
hay en el ascensor antes de que
se abra la puerta en el piso 117

26

La camisa de Teresa tiene un
dibujo de rombos como el de la
figura. La franja mide 24 cm de
largo ¥ 10 em de ancho. jCudl
es el drea total de la figura?

e

2 em

10 cm

27

El autobus del colegio de Car-
los recoge en cada parada un
pasajero mis que los que reco-
gid en la parada anterior. Si el
autobiis hace 5 paradas, luego
llega al colegio con 40 alumnos
v ninguno de ellos se baja antes
de llegar al colegio, jcudntos
alumnos tomaron el bus en la
primera parada?

28

El promedio de las cuatro notas
de Andrea en Matemdtica es de
17 puntos. Si la cuarta nota fue
18, jeudl es la suma de las tres
primeras?




;Son los niimeros racionales muchos?

En la escuela secundaria aprendemos que el conjunto de los niimeros racionales, que
denotaremos por la letra @, es el conjunto formado por todas las fracciones p/g con
p ¥ g mimeros enteros. Otra manera de enfrentarlos es la que dia a dia usamos en
nuestras caleuladoras y computadoras: niimeros que se escriben de la manera signiente
g, @) Q2 a3 ... 4y, ... donde las letras (digitos) a; pueden tomar los valores enteros en
el caso de i = 0 o los digitos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} en cualquier otro caso, y ademds a
partir de un cierto indice { todos los digitos son 0 o a partir de este indice se comienza
a repetir una sucesion finita una y otra vez. Por ejemplo:

1

=0,1
10 0.1,

% =0,33333333. . .,

% — 0, 4545454545 .. ..

Observemos que los nimeros enteros son racionales y éstos forman un conjunto in-
finito al no ser un conjunto finito, ya que dado cualquier nimero podemos siempre
conseguir uno mds grande. En este sentido podemos responder afirmativamente la
cuestion planteada en el titulo del articulo: jsi, son muchos!

Otra manera de enfrentar la nocién de muchos es observar que los niimeros racionales
forman parte de los nimeros reales: el conjunto de mimeros que se escriben de la
siguiente manera ag, ¢y az @3 ... ¢, ... donde las letras (digitos) a; pueden tomar los
valores enteros en el caso de i = 0 o los digitos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} en cualquier
otro caso, v que denotaremos por R.

Al conjunto R lo podemos identificar con los puntos de una recta y en consecuencia
podemos decir cudn cerca estd un punto del otro y cudndo un tercero se encuentra entre
dos mimeros dados. Los niimeros racionales tienen la propiedad de ser entrometidos
entre los nimeros reales: entre dos niimeros reales cualesquiera siempre existe entre
ellos un mimero racional. Tienen que ser muchos para poder hacer esto. Nuevamente,
isi, son muchos! Esta propiedad se conoce como la densidad de los niimeros racionales.
Observe que no podemos decir lo mismo de los mimeros enteros.

Ahora miremos los nimeros como parte de una recta. Uno pensaria que si para cada
nimero racional toma un pequeno intervalo alrededor de él y une todos los mimeros
obtenidos de esta manera el conjunto resultante deberia ser el conjunto R pues el
centro de estos intervalos estan regados por toda la recta. A veces la intuicién nos
juega malas pasadas. Veamos un argumento para retar a la intuicion.

1/1—1/2  1/3—>1/4 1/5-—>1/6 1/7
2/17 2 2/3 2/5% 2/6
3,}:1 3/2 3/4° 3/5  3/6
4/1 43" 4/4 45 4/6
51 5/2° 5/3 5/4 5/5 56
6/1
A

Figura 1: Enumerabilidad de los nimeros racionales

Sea {p,}22, una enumeracién de los nimeros racionales, vea la Figura 1 para con-
vencerse de que hay una. Tomemos para cada nimero p, un intervalo I, centrado

en p, v de longitud o El conjunto U2, 1, no puede ser K ya que la suma de las

longitudes de los intervalos I,, es la suma infinita

L + ! =+ ! + et ! +

2 22 2n
cuya suma nos da 1 pero R contiene intervalos con longitudes tan grandes como se
quieran y esto no puede ser. Este tltimo argumento nos dice que los mimeros racionales
no son muchos.

iDificil la vida! Entonces json o no son muchos? Bueno la respuesta es depende o dicho
de manera coloquial: jni lo une ni lo otro sino todo lo contrario! En matemdticas hay
varios puntos de vista para hablar de la nocién de “muchos”. En la primera respuesta
afirmativa usabamos el punto de vista de la teoria de conjuntos, en la segunda respues-
ta afirmativa fue usado el punto de vista de la topologia y en la respuesta negativa
usdbamos el punto de vista del analisis real.

Leonardo Mora
Departamento de Matematicas
Universidad de los Andes
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Se quiere dividir un campo rec-
tangular de 256 m de largo
y 96 m de ancho en parcelas
cuadradas del mismo tamano.
1 Cudl es la mayor longitud posi-
ble del lado de cada parcela?

Luisa tiene 5 billetes de Bs.
50, 7 billetes de Bs. 20 y 14
monedas de Bs. 1, jcudntos
bolivares tiene Luisa en total?

El perimetro del cuadrado X
es dos tercios del perimetro del
cuadrado Y. El del cuadrado Y
es dos tercios del perimetro del
cuadrado Z. El drea del cuadra-
do X es 16 cm?. ;Cuél es el drea
del cuadrado Z7?

L

Un agricultor sembré los 3/25
de su parcela con caraotas; 1/10
con maiz y 7/20 con naranjas.
1 Qué porcentaje del terreno no
estd sembrado?

A Gabriela su mama le propone
20 problemas de matematica
y le ofrece Bs. 100 por cada
problema bien resuelto; pero si
Gabriela no lo resuelve bien,
debe regresar Bs. 30 a su mama.
Al final, Gabriela recibié Bs.
1480, jcuédntos problemas re-
solvié bien?

El cuerpo estd construido con
trece cubos iguales. Se sumerge
en pintura azul y al secarse
se desarma. ;jCudntos cubos
quedan con exactamente 4
caras pintadas de azul?

T

11

En una escuela, 60 varones y
40 nifias se inscribieron en la
Olimpiada Matemdtica. Reci-
bieron premios el 20% de los
varones y 25% de las nifias.
;Cudl es el porcentaje de todos
los participantes que recibieron
premios?

12

Una secretaria escribe 5 pala-
bras en el primer minuto de
trabajo. En cada uno de los
minutos siguientes escribe el
doble que en el minuto ante-
rior. jcudntas palabras escribe
durante el sexto minuto?

13

(En qué cifra termina el
nimero que se obtiene al de-
sarrollar la potencia 201320137

14

;Cuél es el menor niimero ma-
yor que 2013 y que la suma de
sus digitos sea igual a la suma
de los digitos de 20137

15

Alberto quiere comprar 24 latas
de sardinas y hay cajas para
embalar 3, 5, 7, 9 y 11 latas.
;,Cudl serd el menor nimero de
cajas que le pueden armar, si las
cajas no necesariamente tienen
que estar totalmente llenas?

18

Enrique y sus tres amigos
quieren repartirse, en partes
iguales, 36 dulces. ;Cudnto le
toca a cada uno?

19

FERIADO
BANCARIO

20

;De cuédntas formas se pueden
hacer parejas con los nimeros
1,2, 3,4,5,6, 7, 8 de tal forma
que la diferencia entre todas las
parejas sean iguales?

21

OLIMPIADA
MATEMATICA
2013

Canguro Matemético
ORM y OJM

22

El nimero 8645 se puede es-
cribir como el producto de dos
nimeros naturales menores que
100. ;Cudl es la suma de esos
dos niimeros?

25

“El éxito consiste en vencer
el temor al fracaso”.
Charles Agustin Sainte-Beuve
(1804-1869). Escritor y critico
literario.

“Ganar no lo es todo; pero

206 querer ganar lo es.”

Vince Lombardi (1913 - 1970).
Entrenador de fitbol ameri-
cano.

27

“Siempre hay que jugar
limpio cuando se tiene las
cartas ganadoras.”

Oscar Wilde (1854 - 1900) Es-
critor, poeta y dramaturgo.

28

“Es duro caer, pero es
peor no haber intentado
nunca subir.”

Theodore Roosevelt (1858 -
1919) Presidente de los Estados
Unidos para el periodo 1901-
1909.

29

“Cada fracaso le ensefia al
hombre algo que necesitaba
aprender.”

Charles Dickens (1812 - 1870).
Novelista.




Sé verlas al revés

Un palindromo es una palabra que al escribirla al revés se obtiene la misma palabra.
Por ejemplo, oso, erre, radar, narran, arepera, acurruca y sometemos son palindromos.
Su nombre proviene del griego palin dromein: volver a ir hacia atras. Si no se toman
en cuenta los acentos, ni los signos de puntuacién, hay frases completas que son un
palindromo. Quizd la méds conocida de todas es Ddbale arroz a la zorra el Abad. El
titulo de esta nota también es un palindromo. Para los aficionados al Beisbol tenemos
este: Agdrrala Galarrega. Hace muchos afios, cuando era un estudiante trasnochado
en el Instituto Venezolano de Investigaciones Cientificas (IVIC), me aficioné por los
palindromos. La bisqueda de palindromos se tornd en un actividad obsesiva que no
me dejaba ni dormir. Mi aficién comenzé después de leer el libro Ofr @ Dario del
escritor venezolano Darfo Lancini (Monte Avila, 1975) que contiene sélo palindromos,
comenzando por el titulo mismo. Algunos de los que recuerdo:

Yo hago yoga hoy.
Son robos, no sdlo son sobornos.
Salta se liga, se ate, se desata, es dgil es Atlas.
Adan no ecede con nada.
Sonrieron las acosadas ocas al no reirnos.

Quiza lo mas sorprendente es que Lancini eseribié una obra de teatro completa que es
un enorme palindromo. Hoy se puede conseguir muchas péaginas web dedicadas a los
palindromos, de ellas provienen la mayoria de los ejemplos que incluyo en esta nota.
Los palindromos por supuesto también ocurren en otros idiomas. Un ejemplo de una
frase en inglés es: A man, a plan, a canal: Panamd, que en espanol diria: Un hombre,
un plan, un canal: Panama. Supuestamente es el epitafio del constructor del canal de
Panamaé.

Podemos pensar los palindromos como una sucesién de letras que al escribirlas de
derecha a izquierda se obtiene la sucesién original. Por ejemplo: abefeba, ahgatytagha,
Saippuakauppins. Claro que estas palabras no existen en espanol, pero quizds jsi en
otra lengua! La ultima que escribi, Saippuakauppias, es una palabra en finlandés que
significa “vendedor de jabén” y tiene 15 letras.

Al permitir que los palindromos no sean necesariamente palabras aceptadas del es-
pafiol, entramos en un mundo més amplio ¥ lleno de nuevas e interesantes posibili-
dades.

Las partituras son frases escritas en el lenguaje especial usado por los miisicos. Pode-
mos imaginar una frase musical que sea un palindromo. Esas composiciones son lla-
madas Cdnones Cangrejo (que “caminan” hacia atrds como esos crustdceos). El canon
cangrejo mas conocido lo escribié el gran compositor aleman Johann Sebastian Bach
y es parte de su obra titulada La Ofrenda Musical. La estructura simétrica de esos
canones es sorprendente y da lugar a muchas variantes. Al lector interesado le re-
comiendo que consulte internet y disfrute de los arreglos visnales que han hecho de
ese canon de Bach y se sorprenda al ver su relacion con la banda de Moebius. Todo
esto ¥ mucho mds fue analizado por D. Hofstadter en su muy conocido libro Gédel,
Escher, Bach: An eternal golden braid.

En biologia también aparecen los palindromos, pues el ADN es una palabra escrita
usando sdlo cuatro letras: A (por adenina), T (por timina), C (por citosina) vy G
{por guanina). El ADN estd formado por dos hebras complementarias, la doble hélice,
donde la A y la T van unidas y la G y la C también. Se denomina palindromo a un
segmento de ADN en el que la secuencia de bases de las dos hebras tiene una simetria
alrededor de un centro. Por ejemplo, la sucesién ACCTAGGT es un palindromo, pues
su sucesion complementaria TGGATCCA es igual a la original escrita al revés.

ACCTAGGT

N T
T GGATOCC A

Observemos, que si por alguna razén la mitad de esa secuencia palindrémica se pierde
y quedamos solo con ACCT, podemos reconstruir la sequencia completa. Se cree que
el ADN de muchas proteinas contiene palindromos, aunque la funcién que juegan no
es muy conocida (Wikipedia dixit).
Finalmente, llegamos al sistema simbdlico més importante de las matematicas: Los
mimeros. Un niimero natural se llama Capicia (del catalan, cap i cua, que significa
cabeza y cola) si es igual cuando se escribe al revés: 12321, 24655642, ete. Hay un
procedimiento para construir capiciias. Tomemos el mimero 47, lo invertimos y obte-
nemos 74, lo sumamos al original 47 4+ 74 = 121 y obtuvimos una capicia. Veamos
otro ejemplo con el mimero 257:

257 + 752 = 1009 1009 + 9001 = 10010 10010 + 01001 = 11011
y hemos obtenide una capiciia. Tenemos asi un algoritmo que se puede usar con un
numero natural N cualguiera.

Paso 1 Invierta el niimero N

Paso 2 Sitmele a V el ndmero obtenido

Paso 3 Si la suma es capiciia, termina el proceso
Paso 4  Sila suma no es capiciia, vuelva al paso 1.

Invitamos al lector a usar este procedimiento comenzando con el niimero 89 y no-
tard que se necesita 24 aplicaciones del procedimiento para obtener finalmente la
capiciia 8813200023188.

Lo sorprendente de este procedimiento es que no se sabe si existe un niimero que nunca
lleve a una capicia. El candidato mds famoso que ha escapado a todos los intentos
es 196. Hasta ahora no se ha logrado determinar si comenzando con 196 se obtiene
una capiciia. Se sabe que al aplicar el procedimiento se obtienen mimeros de 300
millones de cifras ¥ ninguno es capicia, todo esto después de millones de repeticiones
del procedimiento que explicamos. Hay otros nmiimeros con los cuales se ha intentado
sin éxito. Pero 196 es el menor de todos los que permanecen sin respuesta. Por esta
razon, el procedimiento desecrito se conoce como el algoritmo 196,

Carlos Uzcategui
Departamento de Matematicas
Universidad de los Andes



Observa la secuencia de figuras
con diferentes nimeros de pun-
tos negros. Si se mantiene el pa-
trén de formacién de las figuras,
jcudl figura tiene 4032 puntos
negros?

SRS D0E3 300K

Fig1 Fig2?  Figd

Martes

La suma de dos nimeros natu-
rales es 77. Si el primer niimero
se multiplica por 8 y el segundo
por 6, los productos son iguales.
;Cudles son estos nmimeros?

ABRIL 2013

Miércoles

{Qué nimero de dos cifras es
miiltiplo de 8 pero no de 5 y
que, al intercambiar el orden de
sus cifras, es miiltiplo de 5 pero
no de 8.

Jueves

Un fabricante de jabones vende
cada paquete a Bs. 57,60. Un
paquete contiene una docena de
cajas y cada caja contiene 4
jabones. Si un comprador pide
més de 100 paquetes, le hacen
un descuento del 5% sobre el
total. Un comprador pidié 6000
jabones, jcudnto se deberd pa-
gar por este pedido y cudntos
paauetes estd comorando?

5

Viernes

;i Cudntos nimeros pares multi-
plos de 3 hay entre 1 y 1207

El nimero de 5 digitos 8A658
es divisible entre 24. ;Cudl es el
menor nimero que puede ser?

Hoy es martes. jQué dia de la
semana serd dentro de 100 dias?

10

Un libro tiene 500 péginas
numeradas 1,2,3,...,500
{Cudntas wveces aparecerd el
nimero 1 en las paginas
numeradas?

11

Marta gasté % de su dinero.
Luego perdié % del resto y
le quedaron Bs. 40 ;Cudnto

dinero tenia Marta al inicio?

12

Pedro, Luis y Juan practican
uno de los siguientes deportes:
tenis, beisbol y fiitbol pero no
en ese orden. A Pedro no le gus-
ta el beisbol ni el fiitbol. A Luis
no le gusta el beisbol. ;Cudl es
el deporte favorito de Juan?

15

13 limones pesan tanto como 2
manzanas y una pera. 4 limones
¥ una manzana pesan lo mismo
que una pera. | Cudntos limones
pesan lo mismo que una pera?

16

i Cuéntos nimeros de tres digi-
tos hay tales que son miltiplos
de 3 y terminan en 17

17

La edad de José este afio es un
miiltiplo de 7. El préximo afio
gerd un multiplo de 5. Si la edad
de José estd entre 20 y 80 anos
(Qué edad tendrd José dentro
de 7 anos?

18

Un portarretrato rectangular
mide 12 cm de ancho y 18 cm
de alto. Si el borde tiene un an-
cho de 2 em. ;jCudnto mide el
drea del borde?

19

“La confianza en si mismo
es el primer secreto del éxi-
to.”

Ralph Waldon Emerson (1803 -
1882). Escritor, fildsofo y poeta.

22

Luis tiene cierta cantidad de
caramelos. Si reparte en el cole-
gio 250 caramelos y al llegar
a casa su mamd le regala un
paquete con 113 caramelos, él
cuenta que en total tiene 2013
caramelos. jcudntos caramelos
tenfa Luis antes de ir al colegio?

23

La figura en U contiene 11
cuadraditos iguales. El 4rea de
la figura es 176 ecm?. jCu4l es el
perimetro de la figura?

24

;Cudl es el resultado que se ob-
tiene al sumar ¢l menor entero
positivo divisible entre 2 y 3, y
el menor entero positivo divisi-
ble entre 2, 3 y 47

25

Si Sofia dibuja cuadrados si-
guiendo el siguiente patrén: un
cuadrado azul, un cuadrado
verde, un cuadrado rojo, un
cuadrado negro, un cuadrado
azul, un cuadrado verde, un
cuadrado rojo, ete. jeudl es el
color del cuadrado 2013 que
dibuja?

26

JCudl  es el
mimero en la

12,13,15,18,22,...7

siguiente
secuencia

29

Halla todos los mimeros de dos
digitos que dejan resto 4 cuando
dividen a 109,

iCudntas pdginas tiene un li-

30 bro si para escribir los niimeros

de sus pdginas se utilizaron 59
digitos?




Matematicas vs. pragmatismo: Preece y Heaviside

“La verdadera feoria no requiere del abstruso lenguaje de las malemdticas para
ser clara y para ser aceptablernente wtilf...] Todo lo que es sélido y substancial en
ciencias y it en las aplicaciones y en la prdctica, se ha hecho claro relegando los
stmbolos matemadticos a su sitio natural de almacenage. .. la sala de estudio.”

Sir. William Henry Preece: Discurso inaugural como presidente de la Institucién de In-
genieros Electricistas (IEE) en 1893.

El siglo XIX fue el siglo del descubrimiento de un nuevo tipo de alquimia: el fendmeno
electromagnético y sus increibles e innumerables aplicaciones. Fue un cambio espectacular
que dio lugar entre otras cosas al mundo moderno de las telecomunicaciones: el telégrafo, el
teléfono y la radio son consecuencia directa del esfuerzo de muchos cientificos e ingenieros
por entender la electricidad y el magnetismo como un fendémeno inico. El punto nodal de
este desarrollo fue la sintesis dada por James Clerk Maxwell, quién en 1865 unificé toda la
teoria electromagnética en 20 ecuaciones, simplificadas después a 4 ecuaciones en derivadas
parciales por Oliver Heaviside en 1884, e independientemente por Willard Gibbs. En este
contexto ocurre nuestra aleccionadora anéedota.

Sir William Henry Preece, el autor de la cita que encabeza esta nota, con una pobre
formacién matemitica y pocos afios de educacién formal universitaria, era un hombre cuyos
conocimientos provenian de la prictica en la industria de las comunicaciones de aquellos dias.
Ingeniero asesor de la Oficina Postal en 1870, v a partir de 1890 Ingeniero en Jefe de la mis-
ma. La Oficina Postal era un monopolio estatal britdnico que controlaba el telégrafo desde
el mismo afio de 1870. En esos cargos realiza una ‘eficiente’ labor de innovacién e invencidn:
en la ampliacién del telégrafo, la introduccién del teléfono, v apoyando las investigaciones
de Marconi en la reciente invencion de la radio. En 1899, y como punto culminante de su
carrera, fue investido caballero con el pomposo y curioso titulo de “Caballere comandante de
le orden del basio.” Una sola mécula deslustra su carrera. Una médcula que crece con el pasar
de los afios. Y fue su dogmatica negativa a introducir una innovacién tecnoldgica propuesta
por Oliver Heaviside: la bobina de carga.

Existia una rivalidad entre estos dos hombres, la cual se exacerba después de que Hea-
viside publica el 13 de Junio de 1885 un articulo criticande otro publicado tres meses antes
por Preece. Preece habia obtenido una férmula errénea con la cual pretendia calcular la
méxima distancia que deberfa tener un circuito telefénico para que un mensaje transmi-
tido no se distorsionara. Basaba su férmula en un trabajo del célebre William Thomson
(Lord Kelvin), donde se hacian algunas suposiciones técnicas para los circuitos telegrafi-
cos. Dichas suposiciones no eran aplicables a la situacién que estudiaba Preece. No podia
entender completamente el trabajo de Kelvin por que no entendia la teoria general electro-
magnética de Maxwell. Y no entendia a Maxwell por no entender el leguaje imprescindible
de las matemdticas con el cual esta teoria se tiene que presentar.

Por su parte Heaviside era un originalisimo matemditico autodidacta. Conocia a pro-
fundidad la teoria de Maxwell, a punto de simplificarla a sélo 4 bellas ecuaciones usando
el lenguage del cdleulo vectorial. En un trabajo en 1887 descubrid lo que ahora se conoce
como la condicidn de Heaviside y propuso el empleo de bobinas de carga distribuidas uni-

formemente para corregir la distorsion que ocurre en largas distancias de lineas telefonicas
o de cables telegraficos submarinos. Heaviside, demasiado irdnico en su eritica al trabajo de
Preece, provoed la ira de éste, quien durante algin tiempo usé sus influencias para que no se
publicaran los trabajos de Heaviside en la revista The Electrician. También impidié durante
afios, usando su poder de veto en la Oficina Postal Britdnica, que se pusiera en prdictica la
idea de las bobinas de carga. Se veia a si mismo como el hombre pragmadtico, en contraposi-
cion a un Heaviside propulsor de teorias inttiles. Pero la ciencia es el sitio menos adecuado
para ocultar la verdad usando influencias politicas o de otra indole. Es muy dificil por es-
tos métodos obscurecer durante mucho tiempo el juicio de toda una comunidad de colegas
cientificos bien entrenados. Heaviside continué publicando sus trabajos en otras revistas y
en libros. En 1891 es nombrado miembro de la Royal Society, reconociendo sus logros por la
descripeion matematica del fendmeno electromagnético. En 1896 reecibid una pension estatal
promovida por varios eminentes cientificos britédnicos.

La historia de la patente de la bobina de carga tiene vericuetos interesantes. En 1899,
mas de diez afos después del trabajo de Heaviside, Michael I. Pupin “redescubrié” esas
ideas y patentd la bobina de carga en Estados Unidos. Muy poco tiempo después, George
A. Campbell, empleado de la empresa AT&T, construyé un circuito telefénico usando bobi-
nas de carga, patentando luego su diseno. A lo que siguié una pelea por la patente entre
ATET y Pupin. ;Y Heaviside? Nunca patentd su idea. Su propuesta y la llamada condicidn
de Heaviside, esencial para saber a que distancia colocar las bobinas, fueron publicadas en
revistas y pasaron a ser naturalmente dominio piblico.

Finalmente AT&T decide comprarle a Pupin su patente a cambio de regalias anuales.
Para 1917 Pupin ya habia recibido $455.000, una fortuna para la época. Por su parte AT&T
se habia ahorrado hasta 1925 alrededor de $100 millones, con las bobinas podian usar cables
con la mitad de la calidad de los que usaban antes. A Heaviside AT&T le ofrecid un pago
especial que rechazé por aspirar a todo el reconocimiento por dicho invento. La concepcion
errada de Preece, pragmatismo vs. matematica, tuve el costo de que los Ingleses desarrolla-
ran su sistema telefdnico con un gran atraso respecto a Estados Unidos, y encima tuvieran
que pagar regalias a AT&T por el uso de las famosas bobinas. Pero, en algo tenia razén
Preece, Heaviside mostrd muy poco pragmatismo al no patentar su invento.

Las ecuaciones de Maxwell simplificadas por Heaviside lucen asi:

V.E = éﬁ (Ley de Gauss)
0
V-B = 0 (Ley de Gauss para el campo magnético))
"
B
VxE = —% (Ley de Faraday)
OF
—_ = —_
VxB = pmd+ Hoco - {Ley de Ampére generalizada).

Miguel Méndez
Departamento de Matematicas, IVIC
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
“No pienses en los fraca- Si se sigue escribiendo las le- ;jDe cuantas formas se puede
1 sos de hoy, sino en el éxito |9 trasdela palabra MAYOenca- |3 representar el mimera 30 como
que puede llegar manana. da una de las signientes casillas, la suma de 2 mimeros primos?
Te has propuesto una tarea iqué letra ird en la casilla 20137
dificil, pero tendrds éxito
si perseveras, y encontraras (w4l v o m al v o/
dicha en la superacién de
obstédculos.”
Helen Keller (1880 - 1968). Au-
tora, activista politica, ¥ orado-
ra sordociega,
Juan tiene 20 pelotas, en 4 co- Romdn, Fabidn, Laura, Javier i Cudntos nimeros de 2 digi- La suma de los digitos de 2013
6  lores diferentes: amarillo, azul, |7 v Adriana se encuentran en la [§  tos tienen la cifra de las dece- |9 es 6. ;Cudntos ntimeros de 4 |10
rojo y verde. 8i 17 pelotas no misma fila. Roman estd detrds nas menor que la cifra de la digitos existen tales que la suma
son azules, 5 pelotas son de co- de Laura. Fabidn estd antes unidades? de sus cifras es 67 OLIMPIADA
lor verde y 12 no son amarillas, de Romdn y justo después de MATEMATICA,
;Cudntas pelotas rojas tiene Javier. Javier estd antes de Lau-
Juan? ra pero él no es el primero en la 2013
fila. ;En qué puesto de la fila REGIONAL OJM
estd Adriana? Sébado, 11 de mayo de 2013
En la multiplicacién A, B y C i Cudl es el resultado de restar- ;Cudl es la mayor cantidad de
13 14 representan digitos diferentes. |15 le 29 al mayor de los mimeros [ G 17 dngulos rectos que puede tener
iCudl es el valor de la suma de dos cifras y luego, al resulta- un hexdgono?
A+ B+ C? do de dicha diferencia dividirla
FERIADO B A (:flt]‘ﬂ.;,‘] menor nimero de dos
cC A A REGIONAL ORM
Jueves, 16 de mayo de 2013
Diego tiene una barra de choco- Laura tiene 147 caramelos Julidn queria multiplicar un Si el drea del cuadrado pequerio *}p’.‘r‘ ATra
2() late. Si se come 3 del choco- [ 2] y Luisa tiene 57 caramelos. | 22 mimero por 10 pero se equivo- | 23 es 1 em? jcudntos tridngulos de | 24 T N
late luego del desayuno, y }i ;Cudntos caramelos le debe dar 6 y lo dividié entre 100. Si al drea 1 cm? hay en la figura? 3 0 -?%
de lo que le queda después Laura a Luisa para que Laura final de hacer la operacién ob- 2 m
de almorzar. ;Qué fraccién del tenga el doble de caramelos tuvo como resultado 600 ;Cudl 2 §
chocolate se comié? que Luisa? seria el resultado si Julidn rea- /)g v oas
liza la multiplicacién? Tomp”
19a Olimpiada de Mayo
Sédbado, 25 de mayo de 2013
;Cudl es el mayor nimero con Si una pirdmide tiene 20 caras Hay muchos nimeros de cinco i Cudntos nimeros naturales de 3 manzanas y 2 naranjas pe-
27 todos sus digitos impares menor | 28 jcudntos vértices tiene? 29 cifras que son divisibles entre 3, | 30 3 cifras cumplen que la diferen- [ 371 san 255 gramos y 2 manzanas
que 50007 5 y 8. Si a cada uno de estos cia entre dos de sus cifras, cua- y 3 naranjas pesan 285 gramos.
nimeros, le caleulas la suma de lesquiera, es menor gue 27 8i todas las manzanas tienen el
sus cifras, jcudl seria la menor mismo peso, v todas las naran-
suma que obtendrias? jas pesan igual. jcudl es el peso
de una manzana y una naranja?




Consideraremos un juego matemético que consiste en escribir una lista de palabras
usando los simbolos {a, b, ¢}. Comenzamos con una palabra inicial dada, y la ponemos
de primera en la lista. Cada vez que ponemos una palabra en la lista creamos la sigu-
iente segin las instrucciones a continuacion: si la palabra comienza con a, le pegamos
al final la expresion bab, y luego borramos los primeros tres simbolos de la palabra
resultante. Si la palabra comienza con b, agregamos abba al final, y borramos los tres
primeros simbolos de la palabra resultante; finalmente, si la palabra comienza con c,
agregamos al final cab y borramos los primeros tres simbolos.

Comencemos con la palabra babeecha. Como su primer simbolo es b, agregamos abba
para obtener babecbaabba, v luego borramos las primeras tres letras. Nos queda
cebaabba, que comienza con ¢, entonces la tercera regla nos indica que debemos agregar
cab y borrar obteniendo asi aabbacab, luego, aplicando la primera regla, obtenemos
bacabbab, vy a continuacién abbababba, y continuendo el juego, ababbabab, bbababbab,
babbababba, bababbaabba, asi indefinidamente.

Veamos ahora otro ejemplo que se comporta de manera diferente. Usemos esta vez los
simbolos {0, 1} v las reglas expresadas asi: si la palabra comienza con 0, agregue al final
01 y borre los primeros tres simbolos. Si la palabra comienza con 1, agregue al final 10
y¥ borre los primeros tres simbolos. Comencemos el juego con la palabra 100101. Como
ésta comienza con 1, aplicamos la segunda regla y obtenemos 10110, luego, aplicando
de nuevo la segunda regla, obtenemos 1010, después 010, ahora aplicando la primera
regla, 01, luego, 1, v al aplicar la segunda regla a esta palabra, borramos todo y el
juego se detiene.

Estos juegos, que podemos llamar sistemas de etiquetamiento, fueron inventados en
1921 por el matematico y logico Emil Post, en la universidad de Princeton. Sin em-
bargo, la primera publicacién que hizo sobre estos sistemas, que llamé Tag Systems
en 1943. Para simplicar la descripeidén de estos sistemas y a la vez dar una definicién
mas formal de los mismos, decimos que un sistema de etiquetamiento esta dado por
un conjunto finito de simbolos {a;,as,...,a,}, un nimero natural n y un conjunto
finito de pares (a;, A;), (ag, A2), . . ., (@m, Ap), dénde cada A; es una palabra especifi-
ca escrita con los simbolos del conjunto dado, y una palabra inicial Ag. Las reglas o
instrucciones para operar el sistema, generadndo asi una lista de palabras son:
Primera regla: Ponga W igual a la palabra inicial Ag ¥ vaya a la segunda regla.
Segunda regla: Copie W en la lista. Mire el primer simbolo de W, si ese simbolo es
a;, pegue A; a la derecha de W y luego borre los primeros n simbolos de la palabra
que resulte. Ponga ahora W igual a la palabra obtenida asi y vaya a la tercera regla.
Tercera regla: Si W no tiene simbolos, es decir, si se borrdé todo, vaya a la cuarta
regla. En caso contrario, verifique si W es igual a alguna palabra que fue puesta antes
en la lista, si es asi, vaya a la cuarta regla, y si no, vaya a la segunda regla.

Cuarta regla: Deténgase.

En algunos casos es posible caer en un ciclo, y por eso en la tercera regla se incluye
verificar si se repite una palabra obtenida anteriormente. Damos un ejemplo. Usemos
otra vez los simbolos {a, b, ¢}, también con n = 3 pero con los pares (a, baab), (b, aba)
y (c,¢b) y la palabra inicial baccab. Ponemos a funcionar el sistema y obtenemos:

baccab, cababa, abach, cbbaab, aabch, cbbaab,
Yy vemos que aca se repite la cuarta palabra de la lista, v por lo tanto la tercera regla
nos ordena parar.
El lector que quiera invertir tiempo jugando con
estos sistemas puede considerar hacerlo con el sis-
tema dado por {0,1}, n =3, {{0,00),(1,1101)}
y la palabra inicial 100100100100100100100. Ad-
vertimos que ese es uno de los primeros sistemas
que Post estudio, y que hasta el dia de hoy no
se sabe si eventualmente se detiene o continia in-
definidamente. Los primeros pasos de la lista gen-
erada por este sistema se pueden representar por
la siguiente figura, poniendo un cuadrado negro gigura {0,1}, n = 3, {(0,00), (1,1101)},
donde va un 1 y uno blanco donde va un 0. 100100100100100100100.
De este modo nos vemos enfrentados al problema siguiente: dado un sistema de etique-
tamiento, queremos determinar por algiin método si el sistema se detiene o continiia
indefinidamente, es decir, si para o no.
Lo primero que uno trataria de hacer es poner a funcionar el sistema y esperar a que
pare. Si esto ocurre, semanas o anos después, uno responde que si para. Pero nunca
vamos a poder responder “no” en caso contrario. Por mds que esperemos, si el sistema
no para no lo vamos a saber nunca. Por lo tanto este método no sirve para resolver el
problema.
Lo que queremos entonces es un procedimiento, un algoritmo, que haga el siguiente
trabajo: dado un sistema de etiquetamiento, usamos el algoritmo para analizarlo y
determinar en una cantidad finita de tiempo si el sistema para o no.
Obsérvese que si un sistema tiene mimero n mayor que el largo de todas las A;,
el sistema va a detenerse, va que en cada paso borramos mas simbolos que los que
agregamos. Entonces en este caso sabemos de antemano que el sistema se detiene. En
cambio, si el largo de cada A; es mayor que n, en cada paso obtenemos una palabra
mas larga que la anterior, y el sistema funcionara indefinidamente sin detenerse. El
problema estd entonces en saber que ocurre cuando no se tiene ninguna de estas
dos situaciones, como ocurre en los ejemplos presentados anteriormente. Puede que
para algunos lectores resulte una sorpresa saber que se ha demostrado que no existe
ningun algoritmo, ninguna maquina o procedimiento efectivo que permita responder
si el sistema para o no.
Se dice por eso que el problema es indecidible. Problemas como éste, que resultan
indecidibles por métodos computacionales, constituyen un tema importante en el es-
tudio de la computacién tedrica y han dado lugar al desarrollo de conceptos y teorias
de sumo interés.

Carlos Augusto Di Prisco
Academia de Ciencias Fisicas, Matematicas y Naturales,
Invesigador Emérito del IVIC
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
A un tridngulo equildtero de 87 Se tienen 108 chocolates y 180 ;Cuél es el menor niimero que En 13 nimeros consecutivos se
3 : /. cm de perfmetro se le extraen 3 | 5 caramelos. Se quieren distribuir | j  multiplicado por 60 da comore- |77 tienen 7 mimeros pares y 5
triangulos, también equildteros, en bolsas de tal forma que una sultado un cuadrado perfecto? muiltiplos de 3. ;Cudntos, de e-
de 7 cm de lado, como en la bolsa sélo tenga chocolates o sos 13 mimeros, son miltiplos
figura. ;Cudl es el perfmetro de caramelos y todas las bolsas de 67
BANCARIO la figura sombreada? tengan la misma cantidad de
chocolates o caramelos. Si se
quiere usar la menor cantidad
de bolsas jcudntas unidades de
chocolate o caramelos debe te-
ner cada bolsa?
Si dibujas 4 circunferencias en ;Cual es el triple de la mitad de El cuerpo geométrico estd for- Si el dividendo es 100 el resto
1 () una hoja de papel, jcudl es la | ] 187 12 mado por paralelepipedos de | |5 es 4 y si el dividendo es 90 el || 4
mayor cantidad de puntos de in- igunal forma y peso. Si el pe- resto es 18. ;Cudl es el divisor
terseccidn que puedes tener? s0 de todo el cuerpo es de 280 comun?
OLIMPIADA
gramos, jcudnto pesa cada pa- MATEMATICA
ralelepipedo?
2013
Final Nacional OJM
Sébado, 15 de junio de 2013
Cuatro adultos y dos nifios Con los nimeros 1, 3 y 5 se Luis construye un cuerpo geo- Una clase con 36 estudiantes
17 deben cruzar un rio en una || § pueden construir 6 de tres digi- | ] § métrico con palitos y pelotas de | 2,() salen de paseo. Para cruzar una | 2,
canoa en la que sélo cabe un tos. j Cuantos de esos 6 niimeros plastilina como se muestra en calle lo hacen en parejas. Si la
adulto o dos nifios a la vez. No son primos? la figura. ;Cuédntas pelotas de maestra hace la mitad de las
cabe un adulto y un nino jun- plastilina usa Luis? parejas con un nino y una nina,
tos. jCudl es el nimero mini- y la otra mitad con dos nifios.
mo de veces que debe cruzar la ;Cuantos nifios hay en la clase?
canoa para transportar a todas
las personas de un lado al otro / XV OMCC
del rio? Managua, Nicaragua,
I 22 - 30 de junio 2013.
“Siempre ten en mente que Una rana necesita 5 saltos Verénica compré galletas en la En una granja se tiene que
24 tu propia resolucién para |75 para recorrer la misma distan- | 7, cantina que costaban Bs. 7. Si | 7,7/ la razén entre la suma de los | 2§
tener éxito es més impor- cia que un conejo recorre en ella pagd con un billete de 50 corderos y las vacas, y la suma
tante que cualquier cosa.” 2 saltos. El conejo necesita 4 v le devolvieron Bs. 8 jcudntas de los corderos las vacas y )
Abraham Lincoln (1809 - 1865) saltos para recorrer la misma galletas compré Verénica? las gallinas es 5:7. También se A g L L
Politico, Presidente de los Esta- distancia que un canguro en un conoce que la razén entre el
dos Unidos. salto. jcudntos saltos necesita nimero de corderos y el niimero 2013
la rana para recorrer la distan- de corderos menos el numero de Final Nacional ORM
cia que recorre el canguro en 4 vacas es 4:3. Si hay 40 vacas en- Sébado, 29 de junio de 2013
saltos? tonces jcudntos corderos hay?




Operador: Del latin operator-oris, el que hace

A Mischa Cotlar, in memoriam, en el centenario de su nacimiento.

Podemos pensar que un operador es una suerte de mecanismo que opera sobre ciertos
objetos, los transforma y produce nuevos objetos. Hay operadores por doquier a nues-
tro alrededor: alli donde ocurre una transformacidn, se esconde un operador. Ello
no es del todo cierto pero sirve como punto de partida del recorrido que se pretende
registrar aqui. Un recorrido que tiene en la palabra la sefal para
ponernos en camino y en el movimiento como tal su primera estacion.
PRIMERA ESTACION. Imaginemos que un objeto se mueve y nosotros observamos su
movimiento. Pensemos en el objeto como un punto que se desplaza desde una posicion
inicial A en el instante de tiempo ¢ = 0 hasta su posicion final B en el instante { = T
En cada instante entre t = 0 y £ = T el punto tiene una velocidad instantdnea,
interpretada como la tasa de cambio de la funcion-posicién respecto a la variable-
tiempo. A su vez, la velocidad instantanea varia dependiendo del instante de tiempo
considerado y es, por tanto, otra funcién del tiempo. El mecanisme que asocia la
funcién-velocidad a la funcién-posicion o, mas generalmente, la funcion f'(t) a cada
funcién f(t), es un operador. De hecho un operador basico del Andlisis Funcional: el
operador diferencial. El operador diferencial actia sobre la funcién f(t) y produce
como resultado la funcién f'(1), llamada la derivada de f. La derivada es un concepto
local, es decir, se calcula para cada funcidn f(t) en cada t = a para a dado. El ope-
rador diferencial es, en cambio, un concepto glebal, se aplica a todas las funciones que
son susceptibles de ser transformadas por el operador, acepta una de tales funciones
como entrada y produce otra como salida. Reunir en un mismo “lugar”, lo que en
Mateméticas se conoce bajo el nombre genérico de , las funciones sobre las
que opera el operador diferencial y aquellas que resultan de aplicarles el operador,
proveer al espacio de cierta estructura, de manera tal de poder tratarlo, y estudiar
el comportamiento del operador en el marco de trabajo asi establecido, nos lleva a la
segunda estacién de nuestro recorrido.
SEGUNDA ESTACION. A los espacios queremos darles una estructura que nos permita
realizar con los objetos que en ellos viven, llamados vectores, “operaciones”similares
a las que realizamos con los mimeros. Obtenemos asi un espacio lineal. Un modelo
sencillo de un tal espacio lineal es el espacio bidimensional o plano. Una hoja de
papel que imaginamos infinita sirve bien al propdésito de interpretar dicho espacio y
una de cualquier tamaiio vale para representarlo. La representacion del espacio es el
sistema coordenado rectangular, el cual identifica de forma biunivoca cualquier punto
del plano con un par ordenado de mimeros reales. Es decir, en el modelo cartesiano, el
espacio, que se suele indicar por E?, tiene como vectores los pares de mimeros reales:
v = (z,¥y), =,y mimeros reales. La estructura lineal o algebraica estd dada por las
operaciones de suma de vectores:
SUma

v = (21, 91),v2 = (T2, 42) ¥ o1 + v2 = (21 + 22,51 + ¥2),

v de homotecia:

wmotecia

v = (x,y),a mimero real hopotesia py = (az, ay).

No hay razén alguna para restringirnos al mundo bidimensional de R?, en particular,

porque en nuestro dia a dia nos movemos en un mundo tridimensional. Mds aun, dado
que la Matemédtica es el arte de la imaginacién (basada en la logica) o, parafraseando
a Albert Einstein, la poesia de la razén, bien podemos pensar en dimensiones que
trascienden el alto-ancho-largo e instalarnos comodamente en R®, donde n es el niimero
natural que mds nos guste. Los elementos de R® son n-tuplas ordenadas de niimeros
reales v la estructura lineal o algebraica con la que equipamos a R™ es similar a la de
R2. Las transformaciones que preservan la estructura lineal de R" son los operadores
lineales. El modelo para representar un operador lineal en B" es una matriz de n filas
v n columnas. Manipular matrices de forma rutinaria para resolver sistemas lineales
de ecuaciones es labor que los estudiantes aprenden desde sus primeros encuentros con
el Algebra. La técnica, sin embargo, es tan vieja que ya la usaban los babilones en el
300 A.C. ;Por qué estacionarnos en el anailisis de sistemas lineales de n ecuaciones y
no aventurarnos a considerar sistemas lineales de ecuaciones? Un paso que
nos conduce a la tercera y iltima estacidn de nuestro recorrido.

TERCERA ESTACION. Los espacios R™ tienen, ademads de la estructura lineal, una “geo-
metria” permitiéndonos caleular longitudes v medir Angulos. Una longitud del vector
v = (x1,T2,...,%,) estd dada por \,"'..":'f +zi+ ...+ 22 La férmula es la versién n-
dimensional del Teorema de Pitdgoras, en el léxico matematico, una norma. En el
contexto de esta norma, dos vectores v = (21, T2,...,Z,) ¥y w = (Y1, Y2, .., Ys) SON
ortogonales si z1y + Taye + . .. + 2,y, = 0. La expresion a la izquierda de la igualdad
es clave para proveer a R" de una geometria. La geometria con la que hemos equipado
a " generaliza a mas dimensiones la Geometria Euclidea, de alli que al espacio se
le llame espacio euclideo n-dimensional. Un primer acercamiento a R™ nos lle-
va a pensar en tuplas ordenadas infinitas v = (2,22, ..., 20, Tag1, - - -) de mimeros
reales. Con ellas queremos calcular distancias, medir dangulos y aproximar, lo cual nos
conduce a considerar unicamente aquellas tuplas v = (xy, 22, ..., %0, Tni1, .. .) tales
que las sumas infinitas 2% + 22 + ... miden efectivamente longitudes. Por ejemplo, la
tupla cuyas coordenadas son todas 1 la descartamos pero la tupla cuyas coordenadas
son todas 0 a partir de cierta posicién j la admitimos. Obtenemos asi un espacio al
que podemos proveer de una estructura lineal y geométrica: el espacio £* real. Las
operaciones de suma de vectores y de homotecia se definen coordenada a coordenada
como en R", y son compatibles con la condicién impuesta a los vectores de £2, en
el sentido que el infinito de los mimeros naturales no ha de asustarnos, porque esas
operaciones son legitimas v las podemos realizar con el mayor desparpajo. En £2 actila
un operador al que se le han dedicado estudios profundos: el operador de traslacién o
shift. En nuestro recién estrenado espacio, el £2 real, el “forward”shift o traslacién ha-
cia adelante opera sobre cualquier vector (zy, Z2, ..., Ty, Tus1,...) ¥ produce el vector
(0, 21,22, ..., %n, Tny1,...). Este operador, en apariencia modesto, es, entre los “que
hacen”, uno que hace bien ... y hace mucho.

Stefania A. M. Marcantognini
Departamento de Matematicas, IVIC
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Lunes

Marcos escribié en su cuader-
no todos los nimeros de 3 digi-
tos, mientras que Ana sola-
mente escribié los niimeros de
3 digitos que son miltiplos de
100. ;Cudntos nimeros mas es-
cribié Marcos que Ana?

Martes

Para cada numero de dos digi-
tos se calcula el producto de
sus digitos v luego la suma de
los digitos del producto. ;Cual
es la mayor suma que se puede
obtener?

JULIO 2013

Miércoles

;Cudntos nimeros de dos digi-
tos hay tales que sean divisibles
por dos y la suma de sus digitos
sea impar?

Jueves

Luego de armar el cubo, jcudl
niimero queda en la cara opues-
ta a la letra X7

Viernes

“La energia y la perseve-
rancia conquistan todas las
cosas.”
Benjamin Franklin (1706 -
1790) Politico, cientifico e in-
ventor.

;Cuédntos nimeros de tres digi-
tos se pueden formar con los
digitos 0 y 77

Pablo y Pedro tienen juntos Bs.
180, Pedro y Juan tienen Bs.
160 entre los dos, Juan y Pablo
tienen Bs. 140 entre los dos.
;Cudntos bolivares tienen los
tres juntos?

10

Si 9 tortas cuestan menos de Bs.
100, y 10 tortas cuestan més de
Bs. 110 ;Cudl es el menor valor
posible de cada torta?

11

En una finca hay 100 animales,
entre gallinas y caballos. Si se
cuentan 260 patas entre los 100
animales, ;cudntas gallinas hay
en la finca?

12

;,Cudntos cubos de 2 cm x 2 cm
® 2 em se necesitan para cons-
truir un cubo de 8 cm x 8 cm
® 8 em?

15

En el pais maravilla existen 3
pueblos: A, B, y C. Del pueblo
A a B existen 6 caminos direc-
tos que los conectan mientras
que de B a C hay 4 caminos
directos. ; Cudntas maneras hay
de llegar de A a C pasando por
B?

16

El producto de 2 niimeros na-
turales es 10, ;cudl es el menor
valor posible que puede tomar
la suma de esos 2 niimeros?

17

Verdnica ayuda a su madre a
hacer ponquecitos. Si Verénica
hace 4 ponquecitos en el mismo
tiempo que su madre hace
7 ponquecitos, y en total
se hicieron 110 ponquecitos.
;Cuédntos  ponquecitos  hizo
Veronica?

18

54a IMO
Santa Marta, Colombia,
18 - 28 de julio 2013.

19

José tenia 6 afios mas que
Rosa el ano pasado. Este ano
José tiene el doble de edad que
Rosa. jCuél es la edad de José?

22

;Cudntas parejas de nimeros
naturales existen tales que su
producto es 1007

23

;Cudntos rectdngulos blancos
se deben pintar de negro para
que la cantidad de rectdngulos
negros sea la mitad de la canti-
dad de rectdngulos blancos?

24

“Aprendi que lo dificil no es
llegar a la cima, sino jamas
dejar de subir.”

Walt Disney (1901 - 1966). Pro-
ductor, director, guionista y an-
imador fundador de The Walt
Disney Company.

25

Rafael y su padre cumplen anos
el mismo dia. Si la edad de
Rafael es un onceavo la edad
de su padre, pero en seis anos
la edad del padre es 5 veces la
edad de Rafael, ;cudl es la edad
actual de Rafael?

26

Marfa tiene 24 frutas. Si 1 son
manzanas, % son naranjas y
el resto son mangos, ;jcudntos
mangos tiene Maria?

29

En un salén de clase de 35
alumnos se tiene que hay 4
varones por cada 3 hembras.
;Cuédntas hembras hay en el
salén de clases?

30

;,Cuél es el menor nimero de
tres digitos tal que sumado con
un nimero de 4 digitos da como
resultado 105007

31

Ana tiene menos de 145
caramelos. Si ella sélo hace
grupos de 4, 6 6 9 caramelos
siempre quedan dos de ellos
sin grupo. jcudntos caramelos
tiene Ana como méximo?




Datos, incertidumbre y la campana de Gauss

Casi todos hemos oido hablar de la campana o curva de

Guauss, la caracteristica distribucion de frecuencias de las o l \
variables aleatorias normales. Sin embargo, es menos lo que =0 I \
conocemos sobre la fascinante historia de su origen, intima- >,

mente ligada a la necesidad de una herramienta que permi- o,

tiese ajustar curvas a datos observados y més generalmente |

\

|
a modelar la incertidumbre. A gz e
Desde principios del siglo XVIII varios problemas relacionados con la modelizacidn y célculo
de las posiciones de los cuerpos celestes interesaban a la comunidad cientifica, hasta el punto
de asegurar importantes recompensas monetarias a quien lograse establecer los modelos més
precisos. Tres de los mds famosos eran: medir las libraciones u oscilaciones de la luna, la
no periodicidad de las diferencias en las posiciones de Jipiter ¥ Saturno y el problema de
determinar la longitud de un objeto en altamar a fin de evitar los constantes naufragios (la
latitud podia determinarse a partir de la posicién relativa con respecto a ciertos cuerpos
celestes fijos). Ademds de las leyes de Newton y las ecuaciones de Kepler, se contaba con
una coleccién importante de observaciones empiricas realizadas desde la antigiiedad.
El problema en ciernes consistia en hallar una serie de coeficientes o pardmetros que puestos
en las ecuaciones previstas por los modelos tedricos senalados permitiesen predecir adecuada-
mente las observaciones. El problema que se planteaba era doble: por un lado la precision de
las observaciones, siempre sujetas a un cierto grado de error, y por otro a la existencia de un
mayor nimero de observaciones que de incégnitas. Desde el punto de vista practico, dada
una coleccién de m incdgnitas y n observaciones con m < n, se trataba, o bien de desechar
una cierta cantidad de observaciones, pero entonces jcudles?, o de usar toda la informacion
en cuyo caso la solucidn nunca seria exacta sino aproximada.
A mediados del siglo XVIII era practica comiin el promediar observaciones “semejantes”
(tomadas desde la misma posicién, con un mismo instrumento y por un mismo sujeto) y re-
ducir de este modo el nimero de ecuaciones hasta lograr la cantidad requerida de ecuaciones
v encontrar soluciones exactas. Pero, jqué hacer cuando la naturaleza de las observaciones
era diferente, tomadas en diferentes épocas o por diferentes investigadores?
Una. respuesta ad hoc fue dada por el connotado astrénomo Tobias Mayer (1723-1762) en
el estudio de las libraciones de la luna publicado en 1750. Mediante simplificaciones astutas
logré reducir el sistema de ecuaciones a la determinacidn de tres coeficientes. Contaba para
ello con 27 observaciones que usé agrupandolas de acuerdo al tamano de la que consideraba
la variable més importante. Mayer observé que una agrupacién adecuada de las ecuaciones
hace que se reduzca el error en promedio a medida que hay mas datos y conjeturd una
relacién inversa lineal (hoy en dia se sabe que en realidad es la raiz cuadrada) entre el
nimero de observaciones y el error.
El método de Mayer es interesante pues centra su atencién en el comportamiento global
de todos los errores y no dnicamente en el maximo error cometido. Pero, fue Pierre Simon
Laplace (1749-1827) el primero en estudiar en detalle el problema de la distribucién de
frecuencias de los errores. Su andlisis profundo del comportamiento de los errores empiricos
lo lleva a publicar en 1774 y 1778 dos leyes de errores: la distribucién Laplaciana (o doble
exponencial) y la segunda ley segiin la cual la frecuencia relativa de los errores disminuye
como la exponencial negativa del cuadrado: f(z) = #c‘”i, que no es otra sino la famosa
campana de Gauss, con centro cero y precision 1. Mds aiin, sus andlisis lo llevan a conjeturar
que una buena solucién a un problema sobredeterminado, con més ecuaciones que incégnitas,

es aquella en la cual la suma de todos los errores es cero y la suma de sus valores absolutos
sea lo mds pequefia posible. El método era muy efectivo, pero los cdlculos eran en general
muy engorrosos para ser practicos.

El siguiente paso en esta evolucidn fue la aparicién de un algoritmo computacionalmente
sencillo para llevar a cabo esta tarea de encontrar soluciones que balancearan los errores:
el método de minimos cuadrados, es decir, aquella solucidn que minimizara la suma de los
errores al cuadrado y que a diferencia de los algoritmos anteriores, con un poco de célculo
elemental resultaba de muy sencilla aplicacién. Bastaba para ello igualar a cero ciertas
ecuaciones lineales en los pardmetros, que tomaron el nombre de ecuaciones normales. La
historia matemdtica sugiere que fue Karl Friedrich Gauss (1777-1855) el primero en plantear
esta solucién en 1795 y aplicarla con éxito a la determinacion de la trayectoria de un pequeno
cuerpo celeste recién descubierto, Ceres, en 1801. Sin embargo, el primero en publicar el
método fue Adrien-Marie Legendre (1752-1833) en 1805 en su obra “Nouvelles methodes
pour la détermination des orbites des comites, etc.”, provocando que Gauss al sentirse
plagiado publicara por su parte en 1809 el tratado “Theoria Motus Corporum Coelestium in
sectionibus conicis solem ambientium” en donde ademads de atribuirse la autoria del método
establece una relacién importante entre la curva de Gauss y el método de minimos cuadrados.
El razonamiento de Gauss seguia el siguiente esquema: supongamos que se tienen n obser-
vaciones, se quiere determinar una cantidad de interés V', que para ello se usa el método
de minimos cuadrados y se sabe que la solucién es la media de las observaciones. Partiendo
de las ideas originales de Laplace sobre la distribucion de los errores, Gauss se planted el
problema a la inversa tratando de dilucidar cudl seria entonces la distribucién apropiada
para los errores. Genialmente especuld que la media debia ser el valor més probable, o en
otras palabras, el miximo de esta distribucidn de errores desconocida. Llamando ¢(e) a la
distribucién de frecuencias buscada, para acotar el problema introdujo una serie de suposi-
ciones: el miximo valor de ¢ ocurre en 0, ¢ es simétrica, debe decrecer mondtonamente a
cada lado del cero y debe ser cero (o casi cero) para valores grandes.

Con un poco de cileulo, encontrd la solucién buscada: ¢le) = %e""zei, donde h es el
nivel de precisiéon del error. Luego procedid a mostrar con los mismos argumentos que podia
generalizarse esta idea para demostrar que la inica ley con las caracteristicas antes sefialadas
cuyo maximo ocurria en las soluciones obtenidas por el método de minimos cuadrados era
la distribucién Gaussiana. Gauss la llamé la ley de las ecuaciones normales en referencia a
las ecuaciones que aparecen en el cdlculo de minimos cuadrados. Un siglo y algo mas tarde
Pearson acund el término normal, para acabar con la histérica polémica entre si era Gauss
o Laplace el autor de la curva.

Ahi no termina la historia. En 1810, Laplace publicé su primera version del Teorema del
Limite Central. El mismo establecia que, independientemente de su distribucién de origen,
discreta o continua, la distribucién de frecuencias del promedio aritmético de cualquier
variable aleatoria centrada (alrededor de su media) y normalizada por la raiz cuadrada de
su varianza converge a la ley de los errores. Este resultado estd a la base de innumerables
aplicaciones que se usan cotidianamente y que abarcan desde los criterios de “normalidad”
de los exdmenes de laboratorio hasta la precisién reportada en las encuestas electorales.

Carenne Ludena
Escuela de Matemadticas, Facultad de Ciencias
Universidad Central de Venezuela
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1 Silaswmade 2 nimeros natura-
les consecutivos es 2013, ;cudl
es el mayor de los niimeros?

2 iCuil es el producto de los digi-
tos del menor niimero natural
cuya suma de digitos es 127

;Cudntos naturales menores

En el cuadrado miégico faltan

Si A, B y C representan digitos

Después de este ano 2013, jcudl

Los cuadraditos de las figuras

visibles entre 25 y ademds la
cifra de las centenas sea % de
las cifras de las unidades?

menores que 25, termina exac-
tamente en dos ceros. ;,Cudntos
de tales productos existen?

digitos. Si la diferencia entre los
nimeros es 989, jcudnto es la
suma de los dos nimeros?

gitud de su cuerpo. La cola es
tan larga como la cabeza y el
cuerpo juntos. Si la longitud de
la cabeza de un caimdn es de 60
cm, jcudnto mide el animal?

5 que 70 son divisibles por 3 |@ 5 nimeros por ser colocados de |77 diferentes ;Cudl es el valor de | §  es la menor cantidad de anos | A y B son todos iguales. El
nimeros primos diferentes? modo que la suma de todas las o7 que debe pasar para que el pro- perimetro de la figura A es 48
filas, columnas y diagonales sea A ducto de los digitos del ano sea em. ;jCudl es el perimetro de la
la misma. ;Cudnto vale X7 + B 27 figura B?
15 35 c | ] :
50 AB [ | I‘T’H‘H:E]
A ;]
25 | X
Un cuadrado tiene un drea de El promedio de tres niimeros es Si se escriben los mimeros del 1 i Cudnto le falta a 98 centésimas Si el lado de cada cuadrado
12 144 em?, Supongamos que se di- 13 2013, si uno de ellos es 2014. |14 al 100 todos seguidos, jeudl es [ ] 5 para ser 1000 milésimas? 16 pequeiio es de longitud 1 cm,
vide en 6 rectdngulos iguales. ;Cudl es la suma de los otros el digito que més se repite? jeudl es el drea de la regién de
;Cudnto vale el perimetro de dos mimeros? color?
cada rectangulo?
Si el lado de cada cuadrado El cociente de dos mimeros es 4 Luisa va a un concierto donde Cudl es el niimero médximo de
19 2 pequeio es de longitud 1 cm, | 27 ¥ su diferencia es 39. ;Cudl es | 22 se presentan 3 solistas, 3 due- | 23 diagonales que puedes dibujar
ieudl es el drea de la region de el menor de los dos mimeros? tos, 5 trios y 2 cuartetos. en un pentigono?
color? iCudntos artistas se presen-
FERIADO taron en el concierto?
BANCARIO
;Cudles mimeros de tres cifras El producto de siete mimeros Samuel escoge un ntimero de La cabeza de un Caimdn del ;Cudntas horas hay en la mitad
2,6 tienen la propiedad de ser di- | 277 naturales consecutivos, todos | 2§ tres digitos y un niimero de dos | 29 Orinoco es un tercio de la lon- | 3() de la tercera parte de un cuarto

de dia?




El Paseo al Azar y Teorema del Escrutinio

Un modelo probabilistico muy utilizado en las aplicaciones es el conocido como Paseo
al Azar, otros prefieren darle el nombre de Marcha Aleatoria. La versién mds simple
consiste en pensar un movil que se desplaza un paso hacia la derecha o la izquierda
en cada unidad de tiempo. Ahora bien, para seleccionar hacia qué lugar se dirige para
dar cada paso se tira una moneda no cargada y si sale cara el moévil va hacia la derecha
en caso contrario a la izquierda.

La nocién de probabilidad que usaremos es la del espacio equidistribuido. Esto es, si
consideramos {2 un conjunto de un nimero finito de elementos que serd el conjunto
de todos los eventos y #A denota el mimero de elementos del conjunto A, entonces se
define la probabilidad de ese conjunto como P(A) = %. De esta forma si denotamos
como £ el paso dado en el tiempo k entonces £, = +1 y ademas la probabilidad de
que &; sea 1 6 —1 serd igual a 1 respectivamente (existen dos resultados posibles cara
o sello y sdlo un resultado actual salié cara o salié sello), recordar que tiramos una
moneda equilibrada cada vez que avanzamos. Asi, si denotamos por S, la distancia
recorrida hasta el tiempo n, entonces S, = ZE=1 £ v cada recorrido posible constituye
una n-upla: (gy,...,£,) de unos y menos unos. El mimero total de n-uplas posibles es
2", Luego la probabilidad de una n-upla en particular es (%)".

5i sabemos que hasta el tiempo n hay p unos y ¢ menos unos y empezamos en el
origen, se tiene la relacion n = p+ ¢ y S, = p — ¢. Entonces si queremos caleular la
probabilidad de todas las trayectorias que terminan en p — g, es decir la probabilidad
del conjunto {S,, = p—q}, debemos dividir niimero de casos favorables sobre el niimero
de casos posibles. El mimero de casos favorables resulta equivalente a seleccionar p
unos en un total de n = p + g sitios. Sabemos que esta cifra es igual a (”:"). La
definicién de probabilidad con la que estamos trabajando demanda que dividamos el
nimero anterior por el niimero de casos posibles que es como vimos 27, lo que nos da
P{S. =p—q} = ("}7)(3)"*". Como podemos observar, basta con calcular el nimero
de posibles caminatas efectuadas por el mévil sabiendo que empieza en cero y termina
en z = p — ¢, lo que nos da el mimero combinatorio.

Existe una aplicacién muy simple del Paseo al Azar al escrutinio de una votacién entre
dos candidatos. Supongamos que los votos totales de los candidatos A y B son p y
q, respectivamente. Supongamos que p es mayor que g y queremos saber cudl es la
probabilidad de que en un conteo de votos el resultado para el candidato A siempre
sea mayor que el del candidato B. Esto quiere decir que debemos ver el conjunto de
trayectorias tales que {5 =1,5; > 0,..., 5,1 > 0,5, = p—¢}. Una aplicacién muy
simple del principio de reflexién de D. André (ver el enunciado més adelante) dice
que esta probabilidad es igual a ﬁ Por ejemplo si g = %p entonces este nimero es
3. Esto quiere decir que la mitad de los conteos posibles dardn siempre ganador a A
durante todo el proceso de escrutinio. Si p es mucho mayor que g esta probabilidad
aumenta considerablemente.

Pasemos entonces a enunciar el principio de reflexién. Introduzeamos previamente
una representacién grafica del paseo. Para esto en un plano de coordenadas ubicamos
a los puntos (k, Si.) v los unimos por rectas creando asi una poligonal.

Principio de reflexién de D. André:

El mimero de trayectorias de (0,%k) hasta (n,x) que tocan o cruzan el eje de
coordenadas horizontal es igual al mimero de trayectorias que van desde (0, —k) hasta
(n, ).

Demostracién: Razonamos de la siguiente manera: si x > 0, & > 0, cada trayectoria
sin restricciones desde el “origen reflejado” (0, —k) hasta (n,z) debe pasar en algiin
punto por el eje horizontal (ver Figura 1). Partiendo de este punto hacia atrds
podemos reflejar la trayectoria y ésta saldrd de (0, k) y tocard al menos una vez el eje
horizontal. Lo que nos da la igualdad del mimero de trayectorias.

[0.k) (n.x)

{o,n)

0.-k)

Figura 1: Trayectoria reflejada.
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L d L
Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
iCudntos triangulos acutdngu- Si se triplica el niimero 4567, (Cudntas  veces estdn 75 Calcular el drea de la regidn 51 8 = 6 x 10000 + 5 % 1000 +

2 los con vertices en los puntos de 3 jeudl es el digito que aparece en 4  centésimas en 150 décimas? 5  sombreada 6 4x1043x1, jcudl es el valor

la figura puedes construir? las unidades del niimero resul- de 57
tante?
Si una mdquina produce Se tiene un campo rectangu- Dos niimeros suman 32. Si uno Carlos planta diez drboles cada El patrén de las figuras

Q 150 articulos en un minuto, |1 () lar de 80 m. de largo y 60 m. []] de los nimeros es -36, jeudl es |] 2 tres minutos. Si continia plan- (13 A®OAQC se repite en la se-
jcudntos articulos producird en de ancho. Si se quieren colo- el otro nimero? tando a la misma tasa, jcudnto cuencia H00A0LASOAD. ..
10 segundos? car postes alrededor del mis- se demorard para plantar 2500 La figura en la posicién 214 de

mo en las esquinas y cada 10 drboles? la secuencia es:
m, jcudntos postes serdn nece-
sarios para completar todo el
perimetro del campo?
Un mimero tiene 5 digitos. Si el Un cubo tiene volumen 125 Juan y Maria juegan un juego ;Cudntos tridngulos hay en la

16 producto de los digitos es 100, |17 cm®. ;Cudl es el drea de unade |18 de dos personas en el que el |19 siguiente figura? 20

jcudl es la suma de sus digitos? las caras del cubo? ganador gana 2 puntos y el

perdedor pierde 1 punto. Si

Juan gand exactamente 3 jue-

gos y Maria tuvo al final 5 pun-

tos, jcudntos juegos se jugaron XXVIII OIM

en total? Panama,

20-28 de septiembre de 2013,

Cada una de las 12 aristas de 10 puntos se encuentran espa- Cada vez que una barra de Susana quiere cambiar de bol- En el tridangulo AABC,

23 un cubo se colorea de rojo o |24 ciados equitativamente alrede- (25, jabdn es utilizada, su volumen | 2@ sa 35,5 kg de azicar a bol- (27 £B =72°, jcudl es la suma, en
de verde. Cada cara del cubo dor de un eirculo. ;jCudntos decrece en un 10%. ;Cudl es sas mds pequenas. Si cada grados, de los otros dos dngu-
tiene al menos una arista roja. cuerdas diferentes se pueden el minimo nimero de veces que bolsa pequena soporta 0,5kg, los?

;Cudl es el menor mimero de formar al unir cualquiera 2 de una barra nueva de jabdén debe jcudntas bolsas necesitaria?
aristas rojas que puede haber es0s puntos? ser usada para que se tenga
en el cubo? menos de la mitad del volumen?
;Cudl es el drea, en m?, de la
30 region sombreada del rectangu-

lo?

4m' ' ‘




Un juego binario

El *mago’ Mauricio dispone de cinco listas (matrices) A, B, C,D y E de mimeros:

1 3 5 7 2 3 6 7 4 5 6 7
A= 9 11 13 15 B— 10 11 14 15 C= 12 13 14 15
17 19 21 23 18 19 22 23 20 21 22 23
25 27 29 31 26 27 30 31 28 29 30 31
8§ 9 10 11 16 17 18 19
D= 12 13 14 15 o 20 21 22 23
24 25 26 27 24 25 26 27
28 29 30 31 28 29 30 31

que bien puede haber recortado en forma de cartas, poniendo al reverso la identifi-
cacion A, B,C,D.E.
Es muy importante que Mauricio memorice los siguientes mimeros, cada uno asociado
a una carta:

A:1l B:2 C:4 D:8 E: 16
Otra persona, Beatriz, escoge en secreto de Mauricio un mimero entre 1 y 31. Acto
seguido, Mauricio le entrega las cinco cartas y le pide a Beatriz que ponga boca
abajo las cartas donde aparece su mimero. Mauricio suma mentalmente los mimeros
asociados a las cartas sefialadas y sorprende a Beatriz diciéndole que ese es su niimero
secreto.
Por ejemplo, Beatriz elige el mimero 22 y selecciona (en cualquier orden) las cartas
B, C, E donde éste aparece. Mauricio suma 2+ 4+ 16 = 22 y ha ‘adivinado’ el secreto.
Veamos ahora la explicacion del ‘truco’.

Tomamos el ejemplo de 22 y dividimos repetidamente por 2 de este modo

22 = 2x11 4+ 0
11 =2x5+ 1
D =2x2+1
2=2x1+0

Luego sustituimos

22 =2x11 = 2(2x5+1) = 22x5+2
=22(2x24+1)+2 = 2" +274+2

que es precisamente la suma de los asociados a las cartas B, C, E.
Mads general, tomemos un entero cualquiera m tal que 1 < m < 31.

Apliquemos cuatro veces el algoritmo de divisidn como sigue:

m = 2q +n
@1 = 2q2 + 12
g2 = 2q3 + 73
gz = 2q4 + T4

notese que cada resto 7; es 0 6 1 segiin el dividendo sea par o impar respectivamente.
Por sustituciones sucesivas obtenemos

m

2(2q410) +11 = P+ 2ra+ 1y
22 (295 +713) +2r2+1 = Bz + 223+ 2r0 + 1y
P (2qs + 1)+ 2Pra+ 2041 = Vg + 2P+ 23 4 2r0 41

Es decir,

m = 16gy + 8ry + dry + 2r: + 1y

Noétese ahora que gy debe ser 0 6 1, puesto que m < 31.
En resumen, hemos logrado expresar

m = 16ay + 8as + das + 2a1 + ao (1)

donde cada a; es 0 6 1.

Un lector veterano habrd observado que (1) no es otra cosa que la expresién de m en
hase 2, es decir, en sistema binario.

Si el mimero secreto m aparece, digamos, en la carta D hacemos az = 1, de lo contrario
iz = 0 y asi para cada carta. En la carta D estdn todos aquellos mimeros entre 1 y
31 cuya expresién de la forma (1) tiene ag = 1. Y el mismo principio se aplica para
construir las matrices que constituyen las demds cartas. No es casual que A contiene
todos los impares entre 1 y 31.

Beatriz eligié m = 22 que se encuentra en las cartas B, C, E. En este caso tenemos
a) = 1 g = 0 Qg = 1

ag =10 as =1

de modo que (1) se convierte en
06x1+8x0+4x14+2x14+0=22
Ignacio L. Iribarren

Academia de Ciencias Fisicas, Matematicas y Naturales
y Universidad Simén Bolivar
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Los primeros nueve enteros im-

132 personas cruzan un rio en

iCudntos disenos diferentes se

El rectiangulo ABCD mide 9

digitos es 2. ;Cudl es la canti-
dad de enteros que cumplen con
esta condicion?

enteros positivos, jcudl es el
menor valor posible para p+ g?

de sus cifras igual a 77

1  pares positivos se colocan en |9  un bote al mismo tiempo. 60 | 3  pueden hacer si se acomodanen |/  unidades de largo y 5 de ancho.
el cuadrado mdgico tal que la personas viajan en botes con linea recta cinco pelotas blan- La diagonal AC es dividida en
suma de los mimeros de cada capacidad 5 personas, 36 via- cas y tres negras, de tal manera 5 partes iguales por los puntos
columna, fila y diagonal sean jan en botes para 4 personas, y que no estin dos pelotas negras W, X, Y y Z. Determine el drea
iguales. Halle el valor de A+ E. los demds viajan en botes para juntas? de la regién sombreada.

tres personas. jCudntos botes
e deben ser usados si todos estdn E
llenos a su médxima capacidad?
5|1C(13
DIE|3

Sizd+y+z=20yy+z=14, Luis estaba jugando con los Si 60% de un nimero es 42, Si p ¥ ¢ son nimeros reales y Si 10<2<20 ¥

7 icudl es valor de z? g digites 2, 0, 1, 3. Mezcldndo- | ) jeudl es el 50% de ese mismo | | () f(z) =pz+gq, 11 40 <y < 60, jcudl es el mayor
los, creé nimeros. ;Cudntos mimero? F(f(f(2))) = 8z + 21, jcudl es valor que puede tomar 2,
niimeros escribié? el valor de p+ g7 quep 2y

Una lista de 5 niimeros enteros Los digitos 1, 2, 3 y 4 Siz?yz® =T y zy? = 77, jcudl La suma de los primeros 50 Encontrar el menor entero po-
14 tiene promedio aritmético de | ] 5 pueden ordenarse para formar | ] G es el valor de xyz? 17/ enteros positivos impares es | ] § sitivo que no divide al producto

69. Su mediana (el entero del 24 mimeros diferentes de 4 digi- 50, ;Cudl es la suma de los de los primeros 100 enteros po-

centro) es 83 y su moda (el mds tos. Si estos 24 nillemros se primeros 50 enteros pares? sitivos.

frecuente) es 85. El rango entre listan de menor a mayor, en

los 5 enteros es 70. ;Cuil es el qué posicidn se encuentra el

segundo menor entero de entre 31427

los 5 de la lista?

Si la siguiente secuencia de 5 El producto de dos enteros po- En el diagrama, AB es pararela Los wvértices de un tridngulo En el diagrama, DA = CB.
21 flechas se repite, jqué flecha | 22 sitivos py g es 100. ;Cudlesel |23 a CD. ;Cudl es el valor de y7 | 24 tienen coordenadas (1,1), (7,1) | 25 ;Cudl es la medida, en grados,

aparecerd en la posicién nimero mayor valor posible para p+ ¢7 ¥y (5,3). ;Cudl es el drea del del dnguloa DAC?

487 a " tridngulo?

A B A
— /N — | A . :
e

Sivy—5="5y 2" = 8§, jeudl La suma de los digitos de un Si N o= (TPH)(57)(2%) es un ;Cudntos niimeros naturales

2.8 es el valor de  + y? 20 nimero entero positivo de 5 | 3() cubo perfecto donde p y ¢ son | 371 menores que 100 tienen la suma




Contemos puntos para calcular areas

En la figura 1 se muestra un pentdgono cuyos vértices son nodos de una cuadricula.
Tomando como unidad de medida del 4rea la del cuadrado que forma la cuadricula,
icudl es el drea de este pentdgono? Podemos trazar un segmento auxiliar, como se ve
en la figura 2, de manera que la regién encerrada por el pentdgono quede dividida en
dos regiones triangulares y una trapezoidal, cuyas dreas se calculan facilmente pues
sus bases y alturas tienen como longitudes un mimero entero de lados de los cuadrados
que conforman la cuadricula. Las dreas de las regiones triangulares son 4 y 2 unidades
cuadradas, mientras que la de la regién trapezoidal es 13 unidades cuadradas.

Asi, el drea del pentdgono es 4 4+ 2 4+ 13 = 19 unidades cuadradas.

Figura 1 Figura 2

El procedimiento de dividir la regién poligonal dada en regiones triangulares o cua-
drangulares no siempre es muy practico. Por ejemplo, una forma de dividir el hexdgono
de la figura 3 se ilustra en la figura 4.

Figura 2 Figura 4

A continuacién, veremos una férmula mediante la cual podemos calcular el drea de un
poligono cuyos vértices sean nodos de una cuadricula, sin tener que dividir la regidn
poligonal. Sélo debemos contar los nodos de la cuadricula que estén en el interior
de la region poligonal dada, cantidad que denotaremos por 4, y los nodos que estan
en el poligono dado, cantidad que denotaremos por f. El drea A del poligono es

A= % f + i — 1. Esta igualdad recibe el nombre de Férmula de Pick, en honor al

matemadtico austriaco Georg Pick (1859 - 1942), quien la dio a conocer en un articulo
publicado en 1899. Comencemos con ejemplos sencillos. Las longitudes de la base y
de la altura del tridngulo de la figura 5 son 5 y 4, respectivamente. Luego, su 4rea es

10 unidades cuadradas. ;Cudntos nodos hay en el interior del tridngulo?, jcudntos en
el tridngulo?

En la figura 6, vemos que hay 6 nodos en el interior (marcados con una x) y en el
tridngulo hay 10 nodos (los tres vértices y siete puntos que marcamos con o).

Asi, i =6y f = 10. En consecuencia, aplicando la formula de Pick, el area A de este

1
tridngulo es A = 5" 1046 —1=5+6—1= 10 unidades cuadradas.

7.y

Figura 5 Figura &

En el caso del f=16ei = 12. Luego,
1

A=--164+12-1=8+12 -1 = 19 unidades cuadradas.

Ahora presentamos varios poligonos cuyos vértices son nodos de una cuadricula para

que practiques la determinacién de sus dreas. Las respuestas las conseguiras en la

seccién de soluciones al final del calendario.

pentdgono de la  figura 1, tenemos

~
~
Figura 7 Figura 8 Figura 9
LT
\
/ \
L] / —
Figura 10 Figura 11 Figura 12

Fabiola Irene Czwienczek Miler
Universidad Pedagégica Experimental Libertador
Instituto Pedagégico de Maracay
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LY Ld
Lunes \Y BV (1 Miércoles Jueves Viernes
Hay siete cartas en una caja con
1 los siguientes nimercs: 5, 84,
90, 613, 8, 75 y 605. ;Cudl es el
menor nimero de cartas que se
deben sacar para asegurar que
hay una miiltiplo de 37
i Cudl de los siguientes niimeros La medida del largo de un Sia+b=9—-cya+b=5+¢ La figura ABCDEF tiene
4 5 es mayor: 120,214 4% 85 1657 6 rectingulo es tres veces la de 7 ieudl es el valor de ¢7 8 AB=8 BC =15 y EF =5
su ancho. Si la medida del largo como se muestra. Determine el
decrece en 5 unidades y el an- perimetro de la figura.
cho incrementa por 5 unidades,
” FERIADO el rectdngulo se convierte en un ! N
BANCARIO cuadrado. Determine la medida IE'
del largo del rectdngulo origi- : .
nal.
Hace cuatro afios, Daniel le Determine el nimero de divi- La progresién 2, 6, 18, 54, n, ;Cudl es el mayor nimero pri- Si  n es cualquier entero y
11 triplicaba la edad a José. En |12 sores positivos de 18800 queson |13 486 se construyé siguiendo un |14 mo menor de 30 que puede es- |15 n+3,n—-9,n—4,n+6yn—1
cinco anos, Daniel tendrd el divisibles por 235. patron sencillo. jCudl es el va- eribirse como la suma de dos se ordenan de menor a mayor,
doble de la edad de José. lor de n? niimeros primos? seudl es el entero del medio?
. Qué edad tiene Daniel hoy?
El promedio aritmético de una La poblacién de Parlandia nun- Cuando 45 es dividido entre 7, Si i = -l—, jcudl es el va- En el diagrama, PT es paralelo
18 lista de n nimeros es 7. Cuan- |19 ca usa digitos impares. En lugar 20 el resto es 3. ;Cual es el resto 21 lox fl::g"'? 2 22 a QR. ;Cudl es la medida, en
do se agrega a dicha lista el de contar 1, 2, 3, 4, 5, 6, en Par- cuando 70 es dividido por 177 grados, de ZPQR?
nimero -11, el nuevo promedio landia se cuenta 2, 4, 6, 8, 20,
es 6. ;Cudl es el valor de n? 22, jCudl es el entero 111 en la 7
version de los parlandeces? e
Existe un entero impar N entre En el diagrama, APQR y Seis enteros consecutivos son Seis amigos intercambiardn li- En el diagrama, los puntos P, Q)
25 400 y 600 que es divisible tanto | 20 ASTU se superponen de ma- |27 escritos en el pizarrén. Cuando | 28 bros en la feria del libro. Cada |29 y R pertenecen al mismo cireu-
entre 5 como entre 11. jCudl es nera que RTQU sea una recta. uno de ellos es borrado, la suma amigo tiene un libro para dar y lo con centro O y radio 12.
la suma de los digitos de N7 i Cudl es el valor de 27 de los restantes es 2013. ;Cudl recibird un libro de otro amigo El punto § estd en OR. Si
es la suma de los digitos del en- que no es a quien €l le dard. jDe ZPOR = 135°, jeudl es el drea
4 tero que fue borrado? cudntas formas se pueden cam- del trapecio OPQS?
biar los libros?
2 d‘i‘k\ ¥ ’ 2
L)
L




Aritmética Modular

;Cudnto es 10+ 87 Seguramente todos dirdn 18, que es la respuesta correcta. Sin em-
bargo, supongamos que son las 10 de la noche y nos acostamos a dormir. 5i dormimos
ocho horas, ja qué hora nos despertaremos? A las 6 de la manana, ;verdad?

Entonces, “en algin sentido”, la suma 10 + 8 es 6. Para precisar este sentido intro-
ducimos la siguiente definicién.

Sean a, b y m mimeros enteros. Se dice que a y b son congruentes médulo
m, y se escribe a = b (méd m), si m divide a la diferencia a — b.

Asi, por ejemplo, 18 =6 (méd 12), ya que 18 — 6 = 12 es divisible entre 12.
Observemos que el simbolo = utilizado para indicar congruencia es muy parecido
al signo de igualdad. Esto se debe a que la congruencia tiene muchas propiedades
similares a las de la igualdad. En primer lugar, la congruencia es reflexiva, simétrica y
transitiva. En segundo lugar, las congruencias de un mismo médulo se pueden sumar
y multiplicar miembro a miembro. En simbolos, si

a=b (médm) y e=d (médm)

entonces
at+e=b+d (médm)

¥

ac=bd (mod m).
En efecto, (a +¢) — (b+d) = (a — b) + (c — d) es divisible entre m pues tanto (a — b)
como (¢ — d) lo son. Ademas

ac —bd = ac — ad + ad — bd = a(e — d) + (a — b)d,

que también es divisible entre m. Por supuesto que también se pueden restar miem-
bro a miembro congruencias de un mismo médulo, o elevar ambos miembros a una
determinada potencia (lo que equivale a una multiplicacién repetida).

El lector puede comprobar como ejercicio que a = b (méd m) si y sélo si a y b dejan el
mismo resto en la divisién entera entre m. Esto nos permite resolver algunos problemas
de manera casi magica. Por ejemplo, supongamos que se nos pregunta cudl es el resto
de la divisién de 2°*'® entre 7. Efectuar la divisién estd claramente fuera de nuestro
alcance (al menos con lépiz y papel). Pero como 2* = 8 = 1 (méd 7), usando las
propiedades de las congruencias se tiene que

2‘3}13 = 23-871 = (23)8?1 = Iﬁ'l'l -1

y la respuesta es 1.
Veamos ahora un problema: probar que si z, y, z son enteros tales que z2 4 3? = 22,
entonces al menos uno de ellos es miiltiplo de 3.
Solucién: Observemos en primer lugar que un cuadrado no puede ser congruente con
2 médulo 3. En efecto, si = 0 (méd 3) entonces 22 = 0? = 0 (méd 3), si z = 1
(méd 3) entonces 2° = 12 = 1 (méd 3) y si z = 2 (méd 3) entonces 2? = 2% = 1
(méd 3). Entonces si ni z ni y fuesen miiltiplos de 3 se tendria 2% = 22+ = 141 =2
(méd 3), absurdo.
Un resultade muy importante en la teoria de congruencias es el llamado Teorema
“pequenio” de Fermat:

Si el primo p no divide al entero a, entonces

at=1 (méd p]l

Otro problema: pruebe que 22225855 4 55552222 e divisible entre 7.
Solucion: Como 2222 = 3177+ 3 y 5555 = 793 - 7 + 4, se tiene que

22005555 4 55552202 — 38565 4 42222 (1;mad 7).

Pero como 7 no divide a 2222 ni a 5555, por el Teorema de Fermat se tiene 22226 = 1
(méd 7) y5555% =1 (méd 7). Por lo tanto

35555 + 4‘2222 = 3925-6+5 + 43?’051—2 = 35 + 42 =250=0 [mé-d 7)
Otro resultado interesante es el Teorema de Wilson:
Para cualquier primo p, se cumple (p — 1)! = —1 (méd p).

Para demostraciones y problemas adicionales vea nuestras notas Teoria de Nimeros
para Olimpiadas Matemdticas, en http://www.acm.ciens.ucv.ve/material . php

José H. Nieto S.
Universidad del Zulia
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Lunes

El digito mds a la izquierda de
un entero con 2013 digitos es 6.
En este entero, el nimero for-
mado por dos digitos consecuti-
vos cualesquiera es divisible en-
tre 17 o entre 23. ;Cudles son
los posibles valores del digito
méds a la derecha?

Martes

Se tienen 7 puntos en un papel.
Exactamente 4 de ellos estdn en
una recta. Ninguna otra recta
contiene més de 2 de estos pun-
tos. 3 de los 7 puntos se selec-
cionan para formar el vértice de
un tridngulo. ;Cudntos tridngu-
los son posibles?

DICIEMBRE 2013

Miércoles

Un granjero tiene T vacas, 8
ovejas y 6 cabras. ;Cudntas
cabras mas debe comprar para
que la mitad de sus animales
sean cabras?

Jueves

La suma de los digitos de un
nlimero par de diez digitos es
89. ;Cudl es el dltimo digito?

Viernes

Se espacian niineros naturales
alrededor de un circulo en or-
den del 1 al n. Si el niimero 5
se encuentra opuesto al mimero
14, jeudl es el dltimo digito?

El promedio aritmético de 19
enteros  consecutivos es 99,
;Cudl es el mayor de estos en-
teros?

10

Si a,b v ¢ son enteros positivos
diferentes tales que abe = 16,
icudl es el mayor valor posible
para a® — b¢ + 27

11

Si x es un entero positivo menor
que 100, jcudntos valores para
zhacenquev1+2+4+3+44x

sea un entero?

12

iCudntos nimeros pares entre
1y 101 son miltiplos de 37

13

Siale+d)+blc+d) =42y
c+d = 3, jcudl es el valor de
a+b+c+d?

16

Si el producto de cuatro enteros
consecutivos es 358800, jcudl es
la suma de estos cuatro enteros?

17

;Cudl es la suma de los digitos
del entero TTTTTTTTTTTTT77?
—22222202222222327

18

;De cudntas maneras diferentes
se puede expresar el nimero 75
como una suma de dos o mds
enteros positivos consecutivos?

19

Los puntos Q(1, 1), R(—-1,0) ¥
5(0,1) son tres vértices de un
paralelogramo. ;Cudles pueden
ser las coordenadas del cuarto
vértice del paralelogramo 7

20

iDe cudntas formas diferentes
pueden ordenarse 8 personas
en una fila en frente de una
cafeteria?

23

(Para cudntos enteros positivos
n, con n < 100, es n? + 5n2 el
cuadrado de un entero?

24

En el diagrama, el drea del
rectdngulo ABCD es 40. ;Cual
es el drea del MBCN?

A_4 M _ 4 p

25

“Se quiere mds lo que se ha
conguistado con més fati-
ga.”

Aristételes (384 a. C. - 322 a.
C.). Polimata: fildsofo, logico y
cientifico de la Antigua Grecia

26

El primer término de una se-
cuencia es . Cada uno de los
términos siguientes se obtiene
de doblar el término anterior
v luego sumarle 4. Si el tercer
término es 52, jcudl es el valor
de 7

27

.3 5
S s tmoe
es el valor de 22 — 67

11
CR peudl

30

(Cuél es el mayor entero n para
el cual 3(n2007) < 310157

31

5 enteros positivos se listan en
orden creciente. La diferencia
entre cualquiera dos nimeros
consecutivos en la lista es 3.
El quinto mimero es miltiplo
del primero. ; Cudntas listas di-
ferentes asi de cinco enteros
puede haber?
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Soluciones Enero - Junio

Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio
2 | 6. 1 | 10. 1 |32m. 1 | La figura 2013. 2 | M. 4 | 66 cm.
3 | b+0=6, 4 | lero Tomds; 2do| |4 | Bs.404. 2 |33y 44. 3 |3 5 | 36.
4 |16+ 54 = 70. Daniel; 3ero Alany | |5 | g1 ¢m2, 3 | 56. 6 |4 6 |15.
7 | Bs. 105, ito Pablo. 6 | 43%. 4 |Bs 6840 y 125 ca- | | 7 | Primera. 7 |
8 | 41. 3 | Bs. 135 7 | 16. jas. 8 | 36. 10 | 12.
9 |15 6 |865—24=841 8 |o. 5 | 19. 9 | 56. 11 | 27.
10 | El 31 de diciembre T H galgf:-.‘ - 11 | 22%. 8 | 82656. 14 | 15. 12 | 35 gramos.
de 2012. 8 | La familia Pérez. 12 | 160. 9 | Jueves. 5T 3| 2
11 | 567. 13 | 900, 13 | 3. 10 | 200. 17 | 5. 17 | 17.
1409. 142 14 | 2022. 11 | Bs. 360. 20 | 1. 18 | Ninguno.
16 | 307. 15 5. 513 12 | Beisbol. 91 | 11 19 | 20.
17 17. 1816 , 18 | 9. 18 | 7 limones. 22 | 600000. 20 | 2.
18 | 2:05 pm. 19 Juany gand 13me | o0 3 formas, 16 | 30. 23| 7. 25 | 40,
21| 2y 12 ols 22 | 186. 17 | 56. 27 | 3999. 2 | 6.
92| 9. ' 18 | 104 em?. 28 | 20. o7 | 160,
23 | 2013. 21 | 23. 22 | 2150 caramelos. 29 | 3.
24 | Natalia-Alicia- zz ?3 23 | 96 cm. 30 | 60.
Elias-Jimmy. v e 24 | 18. 31| 108 gramos.
25 | 12. 25 | Azul.
28 | 21. 27 | 6. % | 27.
29 | 15. 28 | 50. 29 | 21, 15 y 35.
30 | 28. 30 | 34 paginas.
31 | Dora.




OJM Soluciones Julio - Diciembre
Julio Agosto Septiembre Noviembre Diciembre

1 | 891 1 | 1007. 2 | 8. 1 | 32 1 | 5. 2 |2y5.
2 |13. 2 |21 3 |1 2 | 33. 5 |48 =216 3 |31
3 | 25. 5 | 4. 4 | 20 veces. 3 | 20. 6 |15. 4 |o.
4 |s. 6 | 20. 5 | . 4 |18 7 |2 5 |8
8 |4 7 |09 6 | 65043. 7 |11 8 | 56. 6 |18.
9 | Bs. 240. 8 | 98. 9 |25 8 |18 11 | 31. 9 | 108.
10 | Bs. 11,01. 9 |60 cm. 10 | 28. 9 | 35. 12 | 10. 10 | 263.
11 | 70. 12 | 20 em. 11 | 68. 10 13 | 162. 117
12 | 64. 13 | 4025. 12 | 12,5 horas. 11 | 5. 14 | 19. 12 | 16.
15 | 24. 14| 1. 13| A, 14 | 77. 15| n—1. 13 | 17.
16 | 7. 15 | 2 centésimas. 16 | 15 6 16. 15 | Posicién 14. 18 | 17. 16 | 98.
17 | 40. 16 | 15 cm?. 17 | 25 cm®. 16 | 7% = 2401. 19 | 842. 17 | 74.
19 | 12. 20 | 15 em?. 18| 7. 17 | 502 + 50 = 2550. 20 | 2. 18 | 5.
22 | 4. 21 | 13. 19 | 34. 18 | 101. 21 | 2. 19 | (-2,2): (2,0); (0,-2).
23 | 3. 22 | 32. 23 | 3. 21 | \. 22 | 116. 20 | 40320.
25 | 4 afios 23 | 5. 24 | 45. 22 | 101. 25 | 18. 23| 8.
26 | 12. 26 | 225 y 275. 25 | 7. 23 | 55. 26 | 20. 24 | 15.
29 | 15. 27 | 6. 26 | 71. 24 | 6. 27 | 6. 26 | 10.
30 | 501. 28 | 1009. 27 | 108°. 25 | 100. 28 | 160. 27 | 2.
31| 110. 29 | 480 cm. 30 | 28. 28 | 33. 29 | 108. 30| 8.

30 | 1 hora. 29 311 6.

30
31
Figura 3 7 8 9 10 11 12
Soluciones f 7 4 10 14 14 11
Contemos puntos pera [, 5 lo o T
A=zf+i-1 175 |1 6 9 335
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