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Presentacion del Calendario Matematico 2011

El presente es el cuarto Calendario Matemitico que elaboramos con motivo del Programa
de Olimpiadas Matematicas, que llevan adelante la Asociacién Venezolana de Competencias
Mateméticas v la Fundacién Para el Desarrollo de Competencias. El mismo tiene como obje-
tivo facilitar a docentes y alumnos, un grupo de problemas de matemsiticas recreativas, junto
con una serie de pequeiios articulos de divulgacion de temas matemiticos o sugerencias de
trabajo en el aula. Para esto iltimo contamos con la colaboracion de un grupo de colegas de
varias instituciones nacionales e internacionales, quienes gustosamente nos ofrecen su apoyo
desinteresado ano tras ano para enriguecer el Calendario Matematico.

El Calendario estd estructurado de tal manera que proponemos un problema por dia salvo
los fines de semana v dias festivos. La intencidn del mismo es que sirva de trabajo diario
durante la semana, tanto para docentes como alumnos, para el desarrollo de las habilidades
del pensamiento matemdtico v de problemas tipo olimpiadas. Al final del mismo, encontrardn
las soluciones de los problemas de cada dia. Ademds intercalamos entre los problemas, fotos,
dibujos e informacion que indican un tema escogido para cada Calendario. Este afo serd la
Matemitica en la Miisica nuestra guia.

Unas palabras sobre los problemas. Hemos tenido el cnidado de presentarlos en orden creciente
de dificultad, aungue eso siempre tendra sus detractores, pues lo que resulta ficil para algunas
personas, puede ser dificil para otras. Los seis primeros meses son dedicados a problemas de
la Olimpiada Recreativa de Matematicas. El lector podra ver en las esquinas superiores de
la pégina el simbolo ORM, para indicar esta competencia. En el segundo semestre del afio
cada pdgina se identifica con las siglas OJM, para indicar que los problemas corresponden a
la Olimpiada Juvenil de Matemadticas. Los articulos que acompaian cada mes se encuentran
ubicados de la misma forma dentro del Calendario.

Los problemas que se encuentran en este Calendario provienen de varias fuentes. Algunos son
problemas originales del equipo de la Asociacidn Venezolana de Competencias Mateméticas y
la Fundacidén Para el Desarrollo de Competencias v otros son problemas modificados de otras
organizaciones de olimpiadas alrededor del mundo v de la organizacidn Canguro Sin Fronferas
realizadas por el recopilador del Calendario.

Para mayor informacion sobre las Olimpiadas Matemadticas puede visitar nuestro sitio de inter-
net, Www.ACILOrg. Ve,

Rafael Sanchez Lamoneda
Asociacién Venezolana de Competencias Matematicas
Universidad Central de Venezuela
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Lunes

2007 + 2008 + 2009 + 2010 +
2011 =

Martes

4 La maestra de Maria le lleva
23 anos. Maria tiene 9 anos. La
edad de la maestra de Maria es:

ENERO 2011
Miércoles

(2007 + 2009 + 2011) - (2011
+ 2009 + 2007) es igual a:

Jueves

6 En un cable de tendido eléctri-
co estan paradas unas palomas.
En un momento, 5 de ellas vue-
lan y luego regresan 3. Conta-
mos doce palomas en ese ins-
tante. ;Cuantas palomas habia
al comienzo?

Viernes

Si la hora correcta es 12:15 p.m.
v el reloj se pard hace dos horas
v media, ja qué hora se paré el
reloj?

10 La abuela de Ana recoge de su
patio 19 frutas entre mangos y
naranjas. El nimero de man-
gos supera al de naranjas en
3. ;Cudntas naranjas recogié la
abuela de Maria?

11 José tiene 11 hojas de papel de
carta. El corta algunas de las
hojas en tres partes cada una.
Ahora tiene 29 piezas de papel
en total. jCudntas hojas de pa-
pel cortd?

12 Se tiene un cuadrado grande
cuyo lado mide 6 cm y un
cuadrado pequenio cuyo lado
mide 2 em. ;Cudntos cuadra-
dos pequenos se necesitan para
llenar el cuadrado grande?

Ana compré cuatro quintos de
un metro de tela para su proyec-
to, pero sélo utilizé tres cuartos
del material. ;Cudnto material
utilizé en su proyecto?

13

14

Todos los paquetes de carame-
los tienen la misma canfidad.
Ana y su amiga se comen 3 pa-
quetes completos y 4 carame-
los de otro paquete. Se comen
en total 25 caramelos. ; Cudntos
caramelos tiene cada paquete?

Todos los estudiantes del salén
de clases de Pedro y Ana se
colocaron en una sola fila. Ana
tenia 16 estudiantes detrds de
ella, uno de ellos era Pedro. Pe-
dro tenia 14 estudiantes delante
de él, uno de ellos era Ana. En-
tre Pedro y Ana habia T es-
tudiantes. ;Cudntos estudian-
tes habia en total en el salén de
clases de Pedro v Ana?

17

;Cudl nimero corresponde al
iltimo vagdén?

]
o—oHo! Yo H20HAOH S0 Ho ?

18

Hay 18 bolas en una bolsa.
Algunas son azules, otras son
verdes y otras rojas. Hay dos
bolas verdes més que azules y
hay doble de bolas rojas que
azules. ;Cudntas bolas verdes
hay en la bolsa?

19

20 Observa los cuatro relojes:

VOO,

Uno de ellos
ra correcta. Ofro estd ade-
lantado veinte minutos. Otro
estd atrasado wveinte minutos.
Otro estd parado. ;Cudl es la
hora exacta?

tiene la ho-

21

;Cudnto pesa el cubo?

i &

Los tres miembros de una fami-
lia de conejos se comen en to-
tal 73 zanahorias. Papa conejo
se come 5 zanahorias mds que
mamd conejo y el hijo se come
12 zanahorias. ;Cudntas zana-
horias se comié mamd conejo?

24

25 Las nueve paradas de autobus
de la Linea A se encuentran
separadas a igual distancia una
de la otra. La distancia de la
primera a la tercera es 600

;Qué distancia hay de la
primera a la tltima?

De un nmimero cuya mitad es
igual a 9 restamos un nimero
cuyos dos tercios es igual a 10.
El resultado de esta sustraccién
es:

26

27 iCuénto es el valor de

201142011420114+20114+201142011 ?
201142011

28

Si dibujas 4 circunferencias en
una hoja de papel, jcudl es
el mayor niimero de puntos de
interseccion de las circunferen-
cias?

Cinco tortas de chocolate cues-
tan igual a dos tortas de zana-
horia. Una torta de zanaho-
ria cuesta igual a tres paste-
les. ;Cudntas pasteles tienen el
mismo costo que diez tortas de
chocolate?

31
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;Como construir fracciones a partir de otras fracciones?

Recordemos que al dividir un todo, concebido como una unidad, en un nimero de
partes de igual tamaiio o partes iguales, que se denominan partes fraccionarias, estas
nuevas sirven como una nueva unidad para contar.

Asi, se puede contar medios, cuando el to-
do es dividido en 2 partes iguales, cuartos,
cuando es dividido en 4 partes iguales, sépti-
mos, cuando es dividido en 7 partes iguales,
y asi sucesivamente. También se puede con-
tar: cinco cuartos (como cuando compramos
cinco cuartos de leche), o cuatro medios (co-
mo cuando compramos cuatro medios litros
de chicha). Es comin construir fracciones a
partir de una unidad o todo. Veamos, mediante ejemplos, cémo construir fracciones a
partir de fracciones dadas. Utilizaremos fracciones dadas en alguno de los modelos de
representacioén: region, lineal y discreto.

EJEMPLO N° 1: Supongamos que esta barra 1 representa la fraccién tres
quintos. A partir de ella debemos construir la fraccién tres medios.

Solucion: Una posible solucién es dividir la barra que representa tres quintos en tres
partes iguales y asi cada parte es un quinto del todo:

/
I || | !

I - N
“Un quinto”

Repetimos un quinto cinco veces y obtenemos la unidad o todo:

Unidad

Luego dividimos la unidad obtenida en medios o mitades:

"Mimﬁ Un medio”

Repetimos un medio tres veces y obtenemos tres medios: | ‘ ‘ |

En forma secuencial:

Tres quintos: »

[ ]

Dividimos entres partesiguales: ——————* I:::l

Observaque la
secuenciade
solucidn es: dividir en
partesigualesy
repetirla parte
fraccionaria.

Obtenemos un quinto > I:l

Cincoveces un quinto esla unidad o todo:

Dividimos la unidad en dos partesiguales:

Obtenemos un medio: >

Tresvecesun medio es tres medios: ——» | | | |

Estabarra representala fraccion tres medios | |

EJEMPLO N° 2: Supongamos que el punto E en la recta representa la fraccion dos
tercios. Determina el punto que representa la fraccién tres cuartos.

0 E

Solucion: Una posible solucién es dividir el segmento que representa dos tercios en
dos partes iguales y asi cada parte es un tercio del todo:

1

R
u'\E

Un tercio

Luego, repetimos un tercio tres veces y obtenemos el punto que representa la unidad:

o X' £ 1

Untercio

Dividimos la unidad en cuatro partes iguales y tomamos tres de ellas:

El punto F representa la fraccién tres cuartos.

Jorge Salazar
Universidad Pedagdgica Experimental Libertador
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Lunes

Martes

Una moneda es lanzada 3 veces.
;Cudntas secuencias diferentes
de cara y sello se pueden obte-
ner?

FEBRERO 2011

Miércoles

En un dado normal, la suma de
los puntos en las caras opuestas
es 7. Este dado se va volteando
sobre sus caras a lo largo de la
franja gris. Si lo volteamos 2011
veces, jcudl cara del dado que-
da en su parte superior?

Jueves

Papa canguro compré de los
tres tipos de chocolates que
habia en la tienda: grande, me-
diano y pequeno. Un choco-
late grande cuesta 4 bolivares,
uno mediano 2 bolivares y uno
pequeno 1 bolivar. Papa can-
guro compro 10 chocolates y
pagé 16 bolivares. ;Cudntos
chocolates grandes compré?

® ®

Viernes

En cada uno de los siguientes
anillos, la suma de los digitos es
cincuenta y cinco. ; Qué niimero
es A7

7 Tienes seis barras de longi-
tudes 1 e¢m, 2 em, 3 cm,
2009 cm, 2010 cm y 2011 cm.
;Cudntos triangulos diferentes
puedes construir con esas ba-
rras?

Maria tiene 9 billetes de
Bs. 100, 9 billetes de Bs. 10 y
10 monedas de Bs. 1. ;Cudntos
bolivares tiene Maria?

Luis tiene 12 anos. Maria es 3
afios mas joven y Carlos tiene 4
anos mas que Maria. jCudntos
anos tiene Carlos?

10

El pequenio Miguel tiene tres
y medio anos. Su hermanita
tiene un cuarto de ano de edad.
;. Cudntos meses le lleva Miguel
a su hermanita?

11

Considera todos los nimeros
naturales de dos digitos tales
que la suma de sus digitos
sea 11. Si a cada uno de esos
nimeros le sumas 2, jcudntos
de ellos son divisibles entre 47

14 A Beatriz le gusta calcular la
suma de los digitos que ella ve
en su reloj digital (por ejem-
plo, si el reloj muestra 13:17,
entonces Beatriz obtiene 12).
;Cudl es la mayor suma que ella
puede obtener?

15

Si caminas 2 kilémetros ha-
cia el norte, 3 kilémetros ha-
cia el este, 4 kilémetros hacia el
sur, 5 kilémetros hacia el oeste
v 2 kilémetros hacia el norte,
ja cuantos kilémetros estds del
punto de partida?

16

Un envase con leche hasta la mi-
tad pesa 22 kg. El mismo envase
con leche sélo hasta un tercio,
pesa 16 kg. ; Qué porcentaje del
peso total del envase lleno de
leche es el peso del envase sélo?

17

José recoge 2010 mangos e in-
tenta arreglarlos en grupos de
cinco. ;Cudntos grupos de cin-
co mangos pudo formar?

18

Pedro cumplié 12 anos. Ca-
da afno sus padres le han
venido cortando una torta y
él ha apagado las velas de sus
cumpleartios. ;Cudntas velas ha
apagado Pedro de todos sus
cumpleanos?

21 Dos familias formadas por
mamd, papd y los hijos van
a un teatro. Los Pérez tienen
dos hijos y los Plaza tienen
tres hijos. La entrada de una
persona adulta es Bs. 30. Los
Pérez pagaron Bs. 84. ;Cudnto
pagaron los Plaza?

22

José realiza una carrera de bici-
cleta de tres dias. El primer dia
recorrio 40 kilémetros que es un
medio de lo que recorrié el se-
gundo dia y un tercio de lo que
recorrié el tercer dia. ; Cudntos
kilémetros recorrio José en los
tres dias de carrera?

23

El dia lunes, Sofia recibié de
regalo un libro de 180 pégi-
nas por su cumpleanos. Ese dia
leyé 12 péaginas del libro y en
cada siguiente dia leyé el doble
de péaginas del dia anterior. ;En
cuél dia de la semana, Sofia ter-
mind de leer el libro?

24

Hoy es sabado, jqué dia de
la semana serd cuando hayan
trascurrido 2011 dias?

25

En un salén de clases, el
nimero de hembras supera al
de varones en 8. Al mismo tiem-
po, el mimero de varones es
dos veces menos que el niimero
de hembras. ;Cudntos alumnos
hay en el salén de clases?

28 La mitad de las mujeres de un
club estdn sobre los 60 afios y la
mitad del resto estdn por deba-
jo de 40 anos. ;Qué tanto por
ciento de las mujeres del club
estan entre 40 y 60 anos?




Matematica y Musica

Para Pitdgoras y sus seguidores los niimeros eran el principio de todas las cosas, y
musicalmente, éstos marcan los ritmos, los tonos, la armonia y las pautas. Es asi como
la Matemaética habita en la misica de una manera silenciosa.

Cuando dos o més notas suenan simultaneamente se produce un acorde, cuyo sonido
puede ser agradable o menos agradable al oido, evidentemente esta es una apreciacion
subjetiva, pero la mayoria de las personas, independientemente de su formacién mu-
sical pueden separar estos sonidos.

Una manera de producir un sonido es hacer vibrar una cuerda. La nota que se emite
depende de la longitud de ésta v podemos asociar las longitudes con niimeros. Basa-
do en este hecho Pitdgoras, quien en ese momento estd muy influenciado por sus
conocimientos sobre las medias (aritmética, geométrica y arménica) y el misticismo
de los mimeros naturales, en especial los cuatro primeros, decide estudiar la relacion
entre las longitudes de las cuerdas v los sonidos armoniosos. Con la ayuda del monocor-
dio, una cuerda tensada sobre una tabla a la cual podia cambiar la longitud mediante
un puente mévil (este proceso es andlogo al que se hace al pulsar cualquier instru-
mento de cuerda: violin, bajo, guitarra), habia realizado algunos experimentos con
cuerdas cuyas longitudes tenfan razones 1:2 (longitudes 1:2 y 1), 2:3 (media arménica
de 1:2 y 1) y 3:4 (media aritmética de 1:2 y 1).

Dividi6 la cuerda en doce partes y comenzé a mover el Puente, hasta encontrar los
intervalos en los cuales obtenia un sonido agradable. Descubrié que las longitudes en

las cuales conseguia sonido armonioso eran proporcionales a 9, 8 v 6.
12

Have -

Le dio el nombre de tono a la nota producida por la longitud total de la cuerda y a las
otras tres diapasén, diapente v diatesarén que actualmente los llamamos octava,
quinta y cuarta, respectivamente, y con ellos, Pitdgoras construyé la primera escala
musical (diaténica) de la historia.

La multiplicacién de 1, 3/4, 2/3 v 1/2 por 12

1x12=12
3
gx12=9
§><12:8
§><12:6

nos proporcionan las correspondientes razones de la longitud de la cuerda:

1 = tono
5 = cuarta
1=

2 = quinta
3 q

! = octava
5=

Octava, quinta y cuarta corresponden a las notas de la escala pitagérica diaténica (do,
re mi, fa, sol, la, si, do).

De esa manera Pitdagoras establecié el lazo de unién que habia entre la belleza de la
musica v los niimeros.

() 2 8

7 T T - = 0 T = m

7 1 = = 3 T o 17 Ln ] i |

{ry = —3 T o ¥ | xrhxﬁ i |

= o ¥ 1 e 1 i |
e —

[ 12Tono ~__ e —"

1Tono 1Tono 1Tono

1Tono 1Tono

Luis Echarry Escobar

Departamento de Matematicas y Fisica

Instituto Pedagodgico de Caracas

Universidad Pedagégica Experimental Libertador
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
1 La suma de los digitos de un |9  Algunos niimeros de tres digi- (3  El jardinero extendié el lado |4  En una fruterfa venden 3 le-
nimero de diez digitos es 9. tos cuando se multiplican por corto del jardin rectangular en chosas y 8 mangos en Bs. 43,90
;Cudl es el producto de los digi- 4 dan un niamero de 4 digitos. 3 metros y ahora tiene un 0 5 lechosas y 10 mangos en Bs.
tos de este niimero? ;Cudntos niimeros de tres digi- jardin de forma cuadrada con 60,50. Maria compré 7 lechosas
tos hay con esa condicién? 36 m? mds que el jardin origi- y 7 mangos. ;Cudnto pag6?
nal. ;Cudl era el drea del jardin
original?
En la misica, los compases se 8 El numerador representa el 9 Pedro pesca 46 peces entre 10 Un cubo de dimensiones 11 La senora Petra gasté Bs. 360
indican por medio de dos cifras, nimero de tiempos que ten- carites, bonitas y roncadores. 5 x 5 x 5 se introduce en un en la compra de ropa y za-
que se representan en forma de drd el compds y el denominador 28 de ellos eran carites y boni- envase con pintura negra. Al patos. Gasté una cuarta parte
fraccién, y que se colocan al la unidad de tiempo. tas y habia 3 bonitas menos que secarse se descompone en cubos en zapatos. Con el resto com-
principio del pentagrama, tras roncadores. jCudntos carites unitarios (cubos de dimensién pré una camisa de Bs. 60, un
la clave y la armadura "::: > pesco? 1 x 1 x 1). ;jCudntos cubos pantalén de Bs. 90 y una cha-
Neors : f ' N unitarios tienen una sola cara queta. ;Cudnto gasté en la cha-
@ cocren DD I TDIDTMINTD negra? queta?
e LEEEEEREEEREEEER
14 (Cudntos tridngulos hay en la |] 5 Juan lee todas las pdginas de |] @ Las manzanas sélo se venden |17 Canguro Matemdtico 18 De los primeros 25 niimeros en-
figura? un libro desde la pagina 20 a en paquetes de 4. ;Cudl es el teros positivos se eliminan 5
la pagina 40. ;Cudntas paginas menor nimero de paquetes que nimeros pares. ;Qué tanto por
ley6? debo comprar para tener 26 ciento de los niimeros restantes
manzanas? son nimeros pares?
21 (Cudl es el perimetro de la 22 Si el patrén de formacién de la 23 (Cudl es la diferencia entre 24 El promedio de dos nimeros es 25 ;Cudl es la suma de todos
figura? secuencia de las primeras 5 le- la medida de un dngulo de 8 y su producto es 55. jCudl es los ntimeros enteros positivos
tras continta: un cuadrado y la medida de el niimero mayor? menores de 28, que son factores
T U ABCDEABCDEABCDE... un dngulo de un tridngulo de 287
;Cudl letra ocupa el lugar 2011 equildtero?
15cm | 0 en la secuencia?
+h .
le— 20cm
2000 abejas tardan 1 afio en ha- 29 Estoy  pensando en dos 30 ; Cudntos rectangulos diferentes 31 Se forma wuna figura con

cer 7 jarras de miel. En iguales
condiciones, jqué tiempo tar-
dardn 5000 abejas en hacer 70
jarras de miel?

ntimeros, uno de tres digitos
y otro de dos digitos. La
diferencia de ellos es 1. ;Cuél
es la suma de los nimeros?

hay en la figura?

un cuadrado y un tridngulo
equilitero que tiene s6lo un
lado en comiin con el cuadrado.
Si el perimetro del tridngulo es
15 cm, jcudl es el perimetro de
la figura?




De cémo se cuela el Algebra en la Geometria

Es mucho lo que le debemos a la matematica griega clasica, al punto de que hoy
intentamos copiar su modelo de razonamiento para hacer nuestra propia matematica.
No obstante, todo este gran desarrollo fue realizado a partir de una carencia: el dlgebra;
nunca pudieron los griegos crear un sistema sélido de simbolos para denotar a los
objetos matematicos v operar con tales simbolos como si fueran los propios objetos.

Sin embargo, el algebra se cuela por los rincones y el pensamiento moderno ha reducido
a algebra buena cantidad de los resultados clasicos. De hecho, uno de los libros de los
Elementos de Euclides —el segundo, para ser mas preciso— ha recibido el nombre de
dlgebra geométrica, pues todas sus proposiciones pueden interpretarse en términos de
identidades o ecuaciones de segundo grado. Pero para Euclides lo tinico que habia era
geometria. Veamos un ejemplo particularmente interesante en el tratamiento que este
geometra le dio a un teorema equivalente a la féormula

b a—b\*  [(a+b\?
2 S\ 2 '
En los Elementos el teorema aparece asi:
Si se corta una linea recta (AB) en segmentos iguales (AG y GB) y desiguales (AD
v DB), el rectangulo (ADQK’) comprendido por los segmentos desiguales de la recta

entera junto con el cuadrado (LQHE) de la recta que esté entre los puntos de seccién,
es igual al cuadrado de la mitad (GBZE).

A G D B A G D B
L Q L 0

K M K M
E H Z E H Z

Para tratar de hacerte mas facil la lectura inclui dos copias del dibujo usado por el
propio Euclides, en las que hacemos las siguientes identificaciones

a+b a—b

2 7
que nos comprueban la coincidencia del teorema con la férmula de arriba, pues hay
que demostrar la igualdad de dreas de las figuras sombreadas en ambos dibujos. Otra
cosa que debes saber es que cuando los griegos decian recta estaban pensando en lo

que nosotros llamamos segmento.

AD=a, DB=AK =0, AG=GB=

. GD=LQ=

Tu puedes hacer la demostracién usando tus conocimientos de productos notables,
pero es bueno que veas la demostracion absolutamente geométrica que hizo el propio
Euclides, v que se puede esquematizar en los siguientes cuatro pasos.

Primer paso
Los rectangulos sombreados son iguales, pues
‘ ‘ uno de sus lados es la mitad de la recta y el
otro una recta igual al “segmento desigual”.

Segundo paso

Euclides ya habia demostrado la ignaldad de los
rectangulos que vemos en esta figura. Obser-
va como estan situados respecto a la diagonal
sefialada e intenta mostrar ti mismo la igual-
dad. Se llamaron complementos del recténgulo
G BZFE respecto a la diagonal BE.

Tercer paso

A la figura del lado izquierdo del primer paso se
le anade el complemento vertical, mientras que
a la de la derecha se le anade el complemento
horizontal. El resultado es la igualdad (en drea)
de las figuras sombreadas.

Cuarto paso

Solo queda anadir a ambas figuras el cuadrado
pequeiio para obtener finalmente el resultado
que buscdbamos.

La férmula comentada se usd para conseguir ternas pitagdricas, esto es tridngulos
rectangulos cuyos lados tuvieran longitudes enteras o, en términos estrictamente al-
gebraicos, soluciones enteras de la ecuacién 22 + y* = 22 Te invito a usarla para
identificar algunas de tales ternas.

Douglas Jiménez
UNEXPO
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., .
Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
1  iCudl es el producto de todos
los digitos del nimero 20117

= =
R
%o | &
”5 77 333 5_%

4 O0x14+0x24+0x3+0x5es 5 La mitad de la suma de dos 6 Ana Raidl y Carlos gastan 7 El promedio de 21 nimeros en- 8 ;Cudntos cuadrados blancos

igual a: nimeros es 20. Si uno de los Bs. 48, de los cunales Ana teros consecutivos es 31. ;Cual debes pintar de gris para que el
mimeros es 7, jcudl es el otro gastd la mitad y un tercio lo es el mayor nimero entero de numero de cuadrados grises sea
nimero? gast6 Rail. ;Cudnto gastd Car- ellos? igual a un medio del ntimero de

los? cuadrados blancos?

11 Al contar de ftres en tres, 12 ;Cudntas caras tiene este cuer- 13 La edad de un hombre es igual 14 En la multiplicacion, las letras 15 Tu papa le da a tu mama la
Jqué mimero viene después de po? al niimero formado con los digi- representan digitos diferentes. mitad del dinero que tenia en
247 tos de la edad de su esposa en Halla la suma A + B. su bolsillo. El 25% del resto a

orden invertido. La suma de las tu hermano y una tercera parte

edades de la pareja es 99 anos y AB del resto a tu hermana. Lo que

el hombre es 9 anos mayor que « 6 le queda lo reparte contigo en

su esposa. jCudl es la edad de e — partes iguales. Si te dié Bs. 500,

la esposa? 2B A jeudnto tenia tu papd en el bol-
sillo?

18 La Escuela de Pitdgoras llegd a || Q Kepler(1561-1630), el padre 21 Saturno y Jipiter, los planetas | 2,2, Buscando confirmar la ances-
afirmar que las mismas propor- de la Astronomia moderna, de mayor tamano, tienen el re- tral tradicion de la Misica de
ciones aritméticas que se en- afirmé que la relacion entre gistro mds grave, en clave de las Esferas y de la armonia uni-
cuentran en la Misica en los la masa de los planetas y Fa, mieniras que Marte, la Tie- versal, un satélite enviado al es-
tonos, se encuentran en el Uni- su wvelocidad de traslacidn rra, Venus y Mercurio, tienen pacio por la NASA (TRACE),
verso, y por eso los planetas y provocaba que éstos produjesen un registro mds agudo, en clave encontrd las primeras eviden-
las estrellas, en su movimiento, sonido, cada uno con su propia de sol, y es mds agudo cuanto cias de que un cuerpo celeste
producen una Misica perfecta: tesitura. mds pequeno es el planeta. emite sonidos armdnicos.

La Muisica de las Esferas.

2,5 El primero de mayo cae dia |9 El Libertador Simén Bolivar | 977 Veinticuatro litros de leche se | 92 g ;Cudntos cuadrados de tamano | 9 () La suma de dos nimeros natu-
domingo. El cumpleanios de An- nacié el 24 de julio de 1783 echan en un envase y éste se diferente hay en la figura? rales es 77. Si el menor niimero
tonio es el 29 de mayo. ;En v el 24 de junio de 1821 se llena hasta sus tres cuartas se multiplica por 8 y el ma-
cudl dia de la semana es el realizé la Batalla de Carabobo. partes. jCudntos litros se nece- yor por 6, los productos son
cumpleanos de Antonio? JQué edad, en anos, tenia sitan para terminar de llenar el iguales. ; Cudl es el mayor de es-

Bolivar cuando se realizé esa envase? tos nimeros?
batalla?




Imposibilidades Matematicas
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A primera vista parece trivial hablar de imposibilidades matematicas. Una vez que se
tiene un teorema o una verdad matematica su negacion légica pasard a ser una im-
posibilidad. Sin embargo las imposibilidades matematicas han estado presentes en la
historia de las mateméticas y el esfuerzo por resolverlas ha contribuido enormemente
al desarrollo de nuestra disciplina.

Hace mas de 2500 anos Pitdgoras analizé la primera imposibilidad. En aquellos tiem-
pos se consideraba que todo era niimero; por tal se entendia niimero racional. Sin
embargo cuando Pitagoras quiso encontrar la medida de la diagonal del cuadrado de
lado uno se encontré que esa medida no podia expresarse con un numero racional.
Este problema como es bien sabido es equivalente a resolver la siguiente ecuacién

?-2=0
Esto condujo a la invencién de los nimeros irracionales.

La prueba de la imposibilidad de asignar un niimero racional a la diagonal del cuadra-
do de lado uno estd basada fundamentalmente en el llamado principio de reducccién al
absurdo, que consiste en negar lo que se quiere demostrar y tratar de deducir a partir
de esa negacién una contradiccion, o alguna afirmacién que niegue la hipdtesis. ;Cémo
puede aceptarse a partir de una demostracion légica la existencia de ciertos objetos
matematicos, en este caso los niimeros irracionales? ;Legitima la légica la existencia
de los objetos matematicos o existe algiin elemento adicional para la aceptacién de
tales objetos?

La discusién toca profundos aspectos filosdficos, pero como dijo Kant, en general los
matemadticos no estin interesados en esa discusién que conduce a la epistemologia y
a la ontologia, dreas del conocimiento consideradas como simples habladurias y espe-
culacion por parte de muchos. Sin embargo por méas que se nieguen esos problemas
siempre aparecen en el desarrollo de la matemaética.

Lo que hay que destacar es que resolviendo ese problema los griegos lograron extender
su propia concepcién de los niimeros y con ello su concepcién de la realidad.

Los griegos también intentaron resolver los llamados problemas cldsicos con regla y
compas: la duplicacién del cubo, la divisién del dngulo en tres partes iguales y la
cuadratura del circulo. La condicién regla y compds significa que la regla sélo puede
utilizarse para trazar lineas y no para medir, y el compas naturalmente sélo para
trazar arcos. La formulacién algebraica de esta regla tomé cierto tiempo hasta que se
cred la idea de niimeros construibles o constructibles, que permitié la solucién de dos
de esos problemas.

La solucion de la cuadratura del circulo sélo fue posible cuando Lindemann probé que
el niimero pi no era irracional en el sentido de ser solucién de una ecuacién polinémica
a coeficientes racionales sino que pertenecia a una clase de niimeros diferentes: los lla-
mados mimeros trascendentes. La solucién de las imposibilidades matemaéticas ha per-
mitido la creacién de un campo de investigacion no soélo en el area de las matematicas
sino de la légica y las llamadas ciencias empiricas, conduciendo a la teoria general de
la imposibilidad.
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes

2, La figura, formada de cuadra- |3  La suma de dos nimeros pares :Qué es mayor, 25% de 75 o 5  ¢Cudntos tridngulos en la figu- | G Prueba Regional OJM
dos, tiene perimetro 20 cm. consecutivos es 66. ;Cudles son 75 % de 257 ra tienen drea igual al de
Reagrupando los cuadrados, los niimeros? cualquiera de los cuadrados
jcudl es el menor perimetro que mas pequenos?
puede obtenerse?

Sdbado 7 de Mayo de 2011

9 La longitud del trozo de madera 10 Observa la secuencia de figuras 11 En un colegio hay 2048 alum- 12 Prueba Regional ORM 13 El drea de la regién sombreada
AB es 3 m. Se divide el trozo de formadas por puntos blancos y nos que saldran de paseo de la es 24 cm?. ;Cudl es el drea del
madera en nueve partes iguales, puntos negros: siguiente manera: el primer dia cuadrado?
segin la figura. ;Cudnto metros g g g : sale la mitad de los alumnos,
mide la parte AC? oo g g 2 0o e e el segundo dia la mitad de los

6 08 oee Oeee que quedaban y asi sucesiva-
s mente. T fuiste el ltimo en
[ T T T T T T T T ] bCuant,Qs punt,os negros ten- . . . N
& c 8 dré la decimoquinta fieura? salir. ;Cudntos dias transcurrie-
q g . .
ron desde que salio el primer Jueves 12 de Mayo de 2011
grupo hasta que tu saliste?

16 St consideramos todos los |4 Carmela quiere llevar sureloja |4 g Los alumnos de un colegio |4 g Consideremos los 2010 primeros | 9 () Un recipiente metilico lleno de
niumeros pares entre 2y reparar porque observa que se fueron a celebrar el final de cur- numeros naturales 1, 2, , miel pesa 6 kg, y lleno de gasoli-
2010, hay cinco nimeros retrasa 5 segundos cada hora. s0 a un restaurante. Pidieron 2010. Separemos los pares y na pesa 3,5 kg. ;Cudnto pesa el
pares consecutivos que suman A las 00:00 de hoy sdbado ha en total 65 platos que com- los impares. Tendremos 1005 recipiente, sabiendo que la miel
exactamente  2010. ;Cudles puesto su reloj en hora. El sdba- partieron de la siguiente mane- pares y 1005 nimeros impares. pesa el doble que la gasolina?
son? do que viene, a las 00:00 horas, ra: los platos de ensalada los Supongamos que multiplicamos

,qué hora indicara el reloj? compartieron cada 4, las pizzas todos los pares entre si. ;jEn
cada 3 y los postres cada 2. qué cifra acaba el producto?
;Podrias averiguar cuantos es-
tudiantes fueron a la comida?

23 Tomds, Pablo y Marcos son tres 24 En la papeleria, cada cuaderno 25 Formamos un  rectangulo 26 El jardinero ha plantado es- 27 En el quiosco venden paquetes
hermanos de 11, 8 ¥ 5 anos de cuesta Bs. 6 y cada lapiz, Bs. 2. grande al unir un cuadrado a ta semana 372 plantitas. Tra- de caramelos de distintas clases.
edad respectivamente. Entre los Por una promocién, descuentan otro rectdngulo mas pequeno. bajé de lunes a viernes. El Los de fruta cuestan Bs. 2 cada
tres juntos suman Bs. 6. Pero la sexta parte del total del gas- Si sabemos que el drea del lunes sembré cierta cantidad, uno, los de chocolate Bs. 4 y los
Tomds tiene el doble de dinero to. Susana compré 2 docenas de rectangulo grande mide 216 el martes sembré el doble de de miel Bs. 3. Ana quiere com-
que Pablo, y éste el doble que ldpices y algunos cuadernos y centimetros cuadrados, y que las que sembré el lunes, y prar de las tres clases y quiere
Marcos. jCuanto dinero tenia pagd Bs. 180. ; Cudntos cuader- el perimetro del rectingulo asi signié hasta el viernes, sem- gastar Bs. 30. ;De cuéntas for-
Marcos entonces? nos compré? pequeno mide el triple que el brando el doble de las que sem- mas distintas puede gastar el

lado del cuadrado jcudnto es el bré el dia anterior. ;Cudntas dinero?
drea del cuadrado? plantitas planté el lunes?

30 ;Pertenece el 2010 a la sucesion 31 Busca el mimero mas pequeno
8,34, 78,140,220,...7 En caso que cumple que si lo divides por

. . .y . . . Tranquillo
afirmativo ;Qué posiciéon ocu- 24 da de resto 9 y si lo divides )

parfa?

por 97 también da de resto 9.




Sobre las raices de una ecuacién de segundo grado con coeficientes impares

Mi tio Pedro, que era profesor de matematica, tenia por costumbre proponerme pro- p y g enteros, con m no negativo.

blemas matemadticos bastante interesantes. Recuerdo uno en particular:
“Si a, b y ¢ son nimeros impares, demuestre que la ecuacién ax® 4+ bx + ¢ = 0 no
admite solucion racional”.
Confieso que el enunciado me asusté un poco, pero al mismo tiempo des-
P pertd mi curiosidad. ;Qué relacién tiene el hecho de que a, b y ¢ sean
impares con el tipo de soluciones de la ecuacién az? + bx + ¢ = 0 ? Sabia
que la ecuacién az® + bx + ¢ = 0 (con coeficientes reales) tiene soluciones
reales si, y sélo si, el discriminante D = b* — 4ac es no negativo, jy en-
tonces? Al no ver una clara relacién, decidi resolver ecuaciones de segundo
grado con coeficientes impares; entre otras, 2 — z — 1 = 0, cuyas soluciones son

145 1-+/5
2

ry = y T2 =

2 2 . . . . - # .
z° + 3z + 5 = 0, ni siquiera admiten soluciones reales. Después de mucho cavilar, ra-
zoné de la siguiente manera: las raices de la ecuacién de segundo grado az? +bx+c¢ =0

—b+ Vb? — dac v —b— Vb? — dac

Caso 1: Si el discriminante D = b? —24ac < 0, entonces la ecuacién no admite

soluciones reales y, por tanto, no admite soluciones racionales. Nada que probar.

Caso 2: Si el discriminante D = b* — 4ac > 0, entonces el hecho de que a, b y ¢

sean impares debe implicar que ni #; ni x5 son niimeros racionales. Observando las

respectivas expresiones y sabiendo que a v b son enteros, me di cuenta que lo 1inico

que impide que x, y s sean mimeros racionales es que D no sea un cuadrado perfecto.
Ahf estd la clave, me dije, en el discriminante. No fue dificil ver que D es

) — un nimero impar. ;jPor qué? Porque b? es impar (el cuadrado de un impar

2 %) es impar) y 4ac es par y la diferencia de un nimero impar y uno par es

un numero impar. Pues bien, ;jahora qué? ;Acaso un nimero impar no
puede ser un cuadrado perfecto? 1,9,25,49,81,121, 169, ... son impares y

cuadrados perfectos. ; Qué patron siguen estos niimeros?

Veamos, si h es impar y cuadrado perfecto, existe un entero n tal que .

h = (2n+1)? = 4n? + 4n + 1. Después de varios intentos fallidos, asocié y Ir-"i 3

factoricé, llegando a que h = 4n(n + 1) + 1. jAjé!, lo vi de repente: si n es i

par, entonces 4n(n + 1) es miltiplo de 8; si n es impar, entonces n + 1 es ;

par y, de nuevo, 4n(n + 1) es miltiplo de 8. jConsegui el patrén!

Si h es un nimero impar y cuadrado perfecto, entonces h = 8m+ 1, para algin entero

m no negativo.

Lo que equivale a decir que, al dividir un impar cuadrado perfecto entre 8, se obtiene

residuo 1. Para recrearme con mi hallazgo, volvi a mi lista 1,9, 25,49, 81,121, 169, ...

y corroboré que

1=8.0+1; 9=8141; 25=8-3+1; 49=28.6+1; 81 =8-10+1; 121 =8-15+1.

El préximo paso fue analizar el discriminante y asegurarme que no tiene la forma de

los impares cuadrados perfectos. Para ello, le di “forma” a a, by c:

b* = 8m + 1 (pues b? es cuadrado perfecto impar), a = 2p+ 1y ¢ = 2¢ + 1, siendo m,

il

, las cuales no son mimeros racionales. Otras, como

son r; = Ty =

En consecuencia,

D = (8m+1)—4(2p+1)(2g+1) = 8m+1—16pg—8p—8¢—4 = 8(m—2pg—p—q) — 3.
Haciendo m — 2pg — p — g = 1, el cual es un entero, se tiene que D = 8t — 3. Notese
que: D =8t —3 =8t + (5 —8) =8(t — 1) + 5. Esto es, D no tiene la forma 8m + 1,
pues al dividir D entre 8 se obtiene residuo 5. Por tanto, si a, b y ¢ son impares y
D = b — 4dac > 0, entonces D no es un cuadrado perfecto. Fin del caso 2.

Escribi mi demostraciéon esmerandome en justificar los pasos y se la llevé a mi tio. La
leyé con mucho interés y finalmente, me dijo:

- Te felicito. Estoy sorprendido. No es la demostracién que esperaba,
pero es valida. Tuviste que “encontrar” ciertos resultados previos, lo que
en Matematica se llaman lemas, que te permitieran demostrar el enunciado
dado, que es un teorema. Realmente, te felicito.

- Gracias. Pero, si no es la demostracion que esperabas, quiere decir que
hay otra demostracién. ;Es mas complicada que la que hice?

- Yo diria que mas sencilla.

Y procedié a explicarmela: Supongamos que la ecuacién az® + bx + ¢ = 0 admite
una solucién racional, siendo a, b v ¢ niimeros impares. Esta suposicién nos conduce
a que existen enteros m y n, con n # 0, tal que 7 es una solucién de la ecuacién
dada. Supongamos que ™ es irreducible. Como ** es una solucién de ar’ +br+c=0,

entonces a (%)2 +b (%) + ¢ = 0. De donde: am? + bmn + cn® = (.

Ahora bien, como ™ es irreducible, m y n no pueden ser ambos pares. Se nos presentan
tres casos:

1. m es par y n es impar. En este caso, am? y bmn son pares, mientras que cn? es

impar. Asi, am? + bmn + cn?® (par+par+impar) es un nimero impar e igual a
cero. Lo cual es absurdo, porque cero es par.

2. m es impar y n es par. En este caso, am? es impar, en tanto que bmn y cn? son

pares. En consecuencia, am?+bmn +cn? (impar+par+par) es un niimero impar
e igual a cero. De nuevo, la contradiccién.

3. m es impar y n es impar. En este caso, am?, bmn y cn? son impares. Luego,
am? + bmn + en? (impar+impar+impar) es un nimero impar e igual a cero.
Otra vez, contradiccion.

Todos los posibles casos nos conducen a una contradiccién. En consecuen-

—, = cia, no existe un nimero racional 2 que sea solucién de la ecuacién de
[ g\ coeficientes impares az? + bx + ¢ = 0.

Fabiola Irene Czwienczek Miiller

Universidad Pedagégica Experimental Libertador

Instituto Pedagégico de Maracay
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JUNIO 2011

Miércoles

Consideremos los 2010 primeros
nimeros naturales 1, 2, ..,
2010. Separemos los pares y
los impares. Tendremos 1005
pares y 1005 nimeros impares.
Supongamos que multiplicamos
todos los impares entre si. jEn
qué cifra acaba el producto?

Jueves

Calcular el mimero maximo de
intersecciones que se pueden
obtener con cinco rectas distin-
tas.

Viernes

Ivan cobra en un banco un
cheque por Bs. 2700 y le pide
al cajero que le entregue cier-
ta cantidad de billetes de Bs.
10 (al menos uno), 20 veces esa
cantidad de billetes de Bs. 20
v el resto en billetes de Bs. 50.
;Cudntos billetes de Bs. 50 le
entrega el cajero?

G Un telegrama cuesta Bs. 3 las
10 primeras palabras y Bs 0,18
por cada palabra adicional. Si
pongo un telegrama de 15 pala-
bras, jcudnto debo pagar?

7

El siguiente mimero de la suce-
sién 5,6,8,11,... es:

Un pescado pesa 9 kg; la co-
la pesa la mitad que la cabeza
y la cabeza 4 kg menos que el
cuerpo. jCudnto pesa, en kg, el
cuerpo?

Puedo guardar un balén en una
caja ctbica de 30 cm de arista.
Si tenemos un cajén en forma
de cubo, con 90 cm de arista,
jcudntos balones, metidos en
sus cajas, cabran dentro?

10

Final Nacional OJM

Sabado 11 de Junio de 2011

13 Una hoja de papel de for-
ma rectangular y 56 cm de
perimetro se corta a lo largo en
3 tiras y cada tira se divide en
4 partes, resultando 12 cuadra-
dos iguales. ;Cudl era, en cm,
la longitud de la hoja?

14

En un garaje con 32 vehiculos
entre motos y carros hay un to-
tal de 102 ruedas. j Cudntas mo-
tos hay?

15

Si el hermano de Beatriz, Anto-
nio, tiene un hermano mas que
hermanas, ;cudntos hermanos
mas que hermanas tiene Bea-
triz?

16

Olimpiada de Matemdticas de
Centroamérica y el Caribe

O @ C

M

Colima, México, Junio 16 al 26

17

Si la suma de todos los mimeros
naturales desde el 33 hasta el 78
es 2553, jcudl serd la suma de
todos los niimeros desde el 34
hasta el 797

20 Los 550 estudiantes de un cole-
gio van a salir de excursién
en autobiis. Cada autobiis tiene
64 puestos. ; Cudntos autobuses
hacen falta?

21

Si expresamos 100%° — 25 como
un nimero entero, la suma de
sus cifras es:

22

En un avién de 108 puestos, por
cada asiento libre hay 2 ocupa-
dos. jCudntos pasajeros viajan
en el avién?

23

Si el dragén rojo tuviera 6
cabezas mds que el dragén
verde, tendrian entre los dos
34 cabezas. Pero resulta que
el dragdén rojo tiene 6 cabezas
menos que el dragén verde.
;Cudntas cabezas tiene el
dragdn rojo?

24

Las equivalencias entre nimero
y figura musical son:

1 equivale a la redonda.

1/2 equivale a la blanca.

1/4 equivale a la negra.

1/8 equivale a la corchea.

1/16 equivale a la semicorchea.
1/32 equivale a la fusa.

1/64 equivale a la semifusa.

27 Hace tres anos, la suma de las
edades de los trillizos Antonio,
Beatriz y Carlos més la edad de
la hermana Diana, cuatro afos
mayor, era 24 anos. jQué edad
tiene hoy Diana?

28

El mimero de chicos de una
clase es 2/3 del nimero de chi-
cas. jQué porcentaje de chicos
hay en la clase?

29

Si elijo tres niimeros diferentes,
uno de cada uno de estos con-
juntos {6, 7, 8}, {2, 5, 8},
{4, 6, 8}, la mayor suma que
puedo obtener con ellos es:

30

La suma de las cifras del mayor
nimero capicia de tres cifras,
que sea miltiplo de 6 es:




Ternas Pitagéricas Madres

Acostumbro a comenzar mi curso de matematicas para cuarto ano de bachillerato con
un estudio detallado de los tridngulos, antes de entrar en trigonometria: Teorema de
Pitagoras, un par de teoremas de Euclides sobre tridngulos rectdngulos, Teorema de
Thales, congruencia, semejanza y centros de un triangulo.

El viernes 22 de septiembre de 2006, durante mi segunda clase, después de haber
enunciado el Teorema de Pitdgoras y hacer algunas demostraciones clasicas de dicho
teorema en la primera sesion, les hablé a mis alumnos sobre las ternas pitagoéricas
(t.p.) para nimeros naturales, es decir, tres niimeros naturales a,b y ¢ que cumplen
con la ecuacion a®+b* = ¢? y les mencioné tres ejemplos: (3,4,5); (5,12,13) v (7,24,25).
Demostramos ademés que si una terna (a,b, ¢) es pitagérica entonces las ternas de la
forma (ka, kb, kc) también lo son para cualquier k natural. Las t.p. con med(a,b) =1
se llaman usualmente primitivas y cada una de ellas genera infinitas t.p. no primitivas.
Cheryl Sanchez, una alumna de este curso con especial inclinacién por las matematicas,
mientras hacia su tarea ese fin de semana, sintié curiosidad por las t.p. y escribié en
su cuaderno lo siguiente:

12407 =1%3% + 4% = 5%, 5% + 122 = 13%, 7% + 24 = 252,

Usando la expresion a? + b2 = ¢2 ella noté que sus a, formaban la sucesion de
numeros impares y que ¢, = b, + 1. También se dio cuenta que la diferencia de sus b,
iba aumentando cuatro unidades en cada paso, por lo que me trajo para la siguiente
clase un cuadro de t.p. asi construidas:

1] 0 1
3| 4

5| 12 | 13
T 24| 25
9 | 40 | 41
11| 60 | 61
13| 84 | 8
15| 112 | 113
17 | 144 | 145

Le pregunté de qué fuente las habia sacado y ella me dijo que se le habian ocurrido a
ella solita, entonces le pedi que para la préxima clase me escribiera su razonamiento.
No s6lo me trajo su razonamiento, sino que habiendo ella encontrado t.p. recorriendo
todos los impares para a, se le ocurrié hacer lo mismo para todos los pares ya que,
resolviendo un problema, se encontré con la (6,8,10) y ahora escribié lo siguiente:

22 +0% =2%4% + 3% = 5% 6% + 8 = 10~

Aqui noté que ¢, = b, + 2 y sospechd, ya que las dos primeras eran 3 y 5, que la
diferencia de los b,, era la sucesion de niimeros impares, con lo que obtuvo esta otra
tabla:

b a a b 2702
1135

b b b 6810

a 8 |15 |17
10 | 24 [ 26

a © a 12 |35 | 37

14 | 48 [ 50

b c 16 | 63 | 65
—— a—+b- b 18] 80 | 82

Luego conjeturd que en su primera tabla habia sélo t.p. primitivas, que ella bautizé co-
mo ternas “madres”, y en la segunda sélo lo eran aquellas cuyo a,, era multiplo de 4.
Traduzcamos ahora lo que nos dijo Cheryl en su lenguaje de esa edad y formacién a
un lenguaje un poquito mas formal.

Para su primera tabla nos dijo lo siguiente: a,, = 2n — 1 para todon > 1; b = 0
y by = b,_1 + 4(n — 1) para todo n > 2; ¢, = b, + 1 para todo n > 1. De b, =
by—1+4(n—1) se sigue que b, =4(n—1)+4(n—2)+---+4-1=2n(n—1). Por lo
tanto ¢, = b, + 1 = 2n% — 2n + 1 y se verifica ficilmente que (a,,b,,c,) es una t.p.,
que claramente es primitiva pues med(a,,b,) = med(c, — by, b,) = med(1,b,) = 1.
Asi se concluye que Cheryl tenia razén en su primera afirmacion.

Para su segunda tabla ella dice: a,, = 2n paratodon > 1;b; =0y b, =b,_1+2n—1
para todo n > 2; ¢, = b, + 2 para todo n > 1. Entonces b, = (2n — 1) + (2n — 3) +
-+ 4543 =n?—1 para todon > 2, ¢, = n*+ 1 para todo n > 2 y se verifica
facilmente que (ay,,b,, c,) es una t.p. De estas ternas, comienzan con un multiplo de
cuatro aquellas para las cuales n es par. Como as, = 4n y by, = 4n* — 1 es claro
que med(agn, bs,) = 1 y se concluye que Cheryl también tenia razén en su segunda
afirmacion, es decir que estas son ternas pitagéricas “madres”.

El lunes 6 de septiembre de 2010 tomé un curso sobre el “Teorema de Pitdgora”que
dictaba el profesor Bladismir Leal en el marco de la XIV Escuela Venezolana para la
ensenanza de la Matematica en la Universidad de los Andes (Mérida), all{ él sefialaba
que los pitagéricos ya sabfan que las ternas de la forma (2pq,p® — ¢%,p* + ¢*) eran
pitagoéricas para cualquier par de naturales p y ¢ con p > ¢ y en el libro Aritmética del
profesor Saulo Rada se demuestra que todas las soluciones primitivas positivas de la
ecuacién a®+b* = ¢? con a par y b impar vienen dadas por esta tltima forma. Es facil
ver que la segunda tabla de Cheryl se obtiene haciendo ¢ = 1 y con un poquito mas
de trabajo se puede verificar que la primera tabla también proviene de esta forma,
pero desde mi punto de vista este “hallazgo”tiene dos valores fundamentales, primero
que proviene de la intuicién de una joven que atin no llegaba a sus 15 anos y segundo
que hemos hallado dos familias infinitas de ternas pitagéricas primitivas. Brillante la
nifia ;no?

Lisandro Alvarado
Colegio Los Hipocampitos, Los Teques
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1 Final Nacional ORM
Sdbado 2 de Julio de 2011
4 Al dividir un nimero entre |5 6 Alicia y Pedro van viajandoen |7 Encima de una mesa hay [§ He tecleado un nimero en la
1027, resulta 3 de cociente y un tren muy largo. Alicia se cuadrados y triangulos, con un calculadora. Si lo duplico, al re-
1 de resto. jDe qué nimero se J J sube en el vagén mimero 17 em- total de 17 vértices. ;Cudntos sultado le sumo 9 y al nimero
trata? o pezando a contar por la cabeza triangulos hay? obtenido lo divido por 3, se ob-
Redonda Blanca  Negra y Pedro en el 34 empezando tiene el nimero 11. ;Cudl era el
a contar por la cola. Si resul- primer nimero?
J\ ﬁ ﬁ ta que van en el mismo vagon,
jcuantos vagones tiene el tren?
Corchea Semicorchea Fusa  Semifiusa
Si el drea del hexdgono exterior Un campo rectangular de 80 m. 13 Nos ponemos a escribir la lista 14 En el dibujo que te mostramos, 15 Olimpiada  Internacional de
de la figura es 3 cm?, el drea de de longitud, tiene 3200 m? de de cifras 12321232123212321.... el valor de z es: Matemdticas (IMO 2011)
la estrella interior, en mm?, es: area. ;Cudl es la longitud de y paramos cuando hayamos es-
otro campo rectangular en el crito 2011 cifras. ;Cudles son
que el drea y el ancho son la las tres 1ltimas cifras que 80°
mitad del drea y el ancho del hemos escrito? imitdenal
primer campo? 60° B e
oy
Amsterdam, 16 al 24 de julio.
18 10% 4+ 10% + 10 + 1 es igual a: 19 ;Qué nimero estd justamente 20 Una caja pesa 242 kg. cuan- 21 En la suma 8a7 + Tab + 4a8 + 22 Tres personas reciben una can-
en medio de é v %? do estd llena y 188 kg. cuan- 9a3 + 8ad = 3928, el valor de tidad de dinero directamente
do estd llena hasta la mi- la cifra a es: proporcional a los mimeros 6,
tad. jCudntos kg. pesa cuando 3 v 2. Si la que menos recibe,
estd vacia? recibe Bs. 300, la cantidad to-
tal que se ha repartido es:
25 Con los mimeros 1, 2, 3 y 4 |2 Siz,y,z son nimeros positivos | 277 Si la longitud de cada lado de | 28 ;Cudnto debo pagar, en |20 Antonio sumé todos los
puedo formar 256 niimeros de 4 tales que zy = 24; 1z = 48, un tridngulo se aumenta en un bolivares, por una llamada mimeros impares desde el 1

cifras (por ejemplo, 3214, 1111,
2234 son algunos). ; Cudnto vale
la suma de los 256 nimeros?

yz = 72, lasuma = + y + z es
igual a:

20%, el drea aumenta un:

telefénica de 5 minutos, si el
primer minuto cuesta Bs. 1
y cada minuto adicional 75
céntimos?

al 2011 y Beatriz sumé todos
los ntmeros pares desde el 2
al 2012. La suma de Beatriz
supera a la de Antonio en:




Introduccion a la Teoria de Grafos

La cindad de Konigsberg, capital de Prusia ori-
ental en el siglo XVIII, era atravesada por el rio
Pregel, sobre el cual habia siete puentes. Los habi-
tantes de la ciudad se preguntaban si era posible
salir de su casa, dar un paseo y regresar al pun-
to de partida, habiendo pasado una y sélo una vez
por cada puente. En 1735 Euler demostré que tal
paseo era imposible, dando origen a una rama de la
matematica que se conoce como Teoria de Grafos.
Para entender la prueba representemos cada una de las 4 regiones en que estaba divi-
dida la ciudad por un punto, uniendo dos puntos por una linea si y sélo las regiones
correspondientes estaban unidas por un puente.
Asi se obtiene un diagrama como el que se ve a la izquier-

C da, que hoy en dia llamamos grafo. En general, un grafo
no es mas que un diagrama compuesto por puntos (tam-
bién llamados vértices) y lineas (también llamadas aris-
tas) que unen pares de puntos. Si una linea a conecta dos
puntos P v @, se dice que P y @ son los extremos de
a. También se dice que P y () son adyacentes. La natu-
raleza de estos puntos y lineas es inmaterial. El nimero
de lineas de las cuales un punto P es extremo se de-
nomina grado de Py se denota g(P). En el grafo de la
izquierda se tiene g(A) =5, g(B) = g(C) = g(D) = 3.
Supongamos ahora que se pueda recorrer un grafo pasan-
do una y sola una vez por cada arista y finalizando en
el mismo vértice P del cual se partié (en ese caso se
dice que el grafo es euleriano). Entonces cada vez que se

B llegue a un vértice interior del recorrido por una arista,

se debe salir de él por otra. Por lo tanto cada vértice

interior debe tener grado par. Y lo mismo vale para P, pues la 1iltima arista del reco-
rrido forma pareja con la primera, y cualquier otra llegada a P debe tener su salida
correspondiente. Como en el grafo de los puentes de Konigsberg hay cuatro vértices
de grado impar, el problema que se planteaban los habitantes de la ciudad no tiene
solucién.
En general se dice que un grafo es conexo si partiendo de un vértice se puede llegar a
cualquier otro pasando de arista en arista. Puede probarse que un grafo es euleriano
si v solo si es conexo y todos sus vértices tienen grado par.

Denotemos mediante | X | el nimero de elementos de un conjunto finito X'. Entonces, si
V' y A son los conjuntos de vértices y aristas de un grafo, respectivamente, se cumple
la sencilla relacién siguiente:

> gv) =2|A|.

veV
En palabras: la suma de los grados de los vértices es igual al doble del niimero de

aristas. La prueba es sencilla: cada arista contribuye en una unidad al grado de cada
uno de sus extremos. Veamos una aplicacion:

Problema. En una reunién algunas personas se saludan dédndose la mano. El niimero
de personas que dieron un niimero impar de apretones de mano, jes par o impar?

Solucién. Es siempre par. Si tomamos a las personas como vértices de un grafo, y los
saludos como aristas, el nimero de saludos que dié cada persona es su grado. Como
la suma de los grados es par, la cantidad de sumandos impares debe ser par.

Si un grafo tiene n vértices y cada par de vértices esta unido por una arista, se dice que
es un grafo completo y se denota K,,. La figura siguiente muestra los grafos K, Ks,
K3 (triangulo), K4 (que es el grafo formado por los vértices y aristas de un tetraedro)
v K5, que no se puede representar en el plano sin que las aristas se corten.

:‘1 K K3 ) Kq Ks

Problema. Cada arista de Kj se pinta o bien de rojo o bien de azul. Muestre que,
no importa como se haga, siempre hay un triangulo rojo o un tridngulo azul.
Solucion. Sea P un vértice. De las 5 aristas que unen P a los vértices restantes,
deben haber al menos 3 azules o 3 rojas. Supongamos que haya 3 rojas que unen P a
Q, Ry S. Si las tres aristas QR, RS y SQ son azules, tenemos un tridangulo azul. Si
en cambio alguna de ellas, digamos QR, es roja, entonces PQR es un triangulo rojo.
Este problema a veces se plantea asi: Muestre que en una reunién donde hay 6 per-
sonas, siempre hay tres mutuamente conocidas o tres desconocidas entre si.

El resultado que se acaba de ver admite varias generalizaciones. La mas simple es el
siguiente Teorema (debido a Ramsey): Dado un par de enteros positivos (r, s), existe
un menor entero positivo n = R(r, s) tal que, si las aristas de K, se colorean con rojo
v azul, se puede extraer un K, completamente rojo o un K, completamente azul.

El problema anterior muestra que R(3,3) < 6, y la coloracién de K5 que se ve en la
figura de arriba muestra que R(3,3) > 5. Por lo tanto R(3,3) = 6.

Ejercicios: Muestre que R(2,n) =ny R(3,4) = 9.

Calcular los niimeros de Ramsey R(r, s) es un problema de investigacién. Por ejemplo,
se sabe que R(4,4) = 18 y R(4,5) = 25, pero ya R(5,5) no se conoce: sélo se sabe
que esta entre 43 v 49.

José Heber Nieto
Departamento de Matematicas
Universidad del Zulia
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Lunes

1 Si 3 plumas cuestan lo mismo

que 7 lapiceros, 42 lapiceros
costarian  lo mismo que
jcudntas plumas?

Martes

En mi colegio hay 120 ninos en-
tre 7° y 8°. Dos de cada tres
tienen el pelo negro. ;Cudntos
ninos de 7° y 8% de mi colegio
no tienen el pelo negro?

AGOSTO 2011

Miércoles

;Cudntas cifras tiene como
méximo el producto de un
niimero de tres cifras por otro
de 27

Jueves

Aqui tienes, desordenadas, las
fechas de cumpleafios de An-
tonio, Beatriz, Carlos y Dario:
marzo 1, julio 20, mayo 17
y marzo 20. Beatriz y Carlos
nacieron el mismo mes, Antonio
y Carlos cumplen anos el mis-
mo dia. ;Quién nacié el 17 de
mayo?

5

Viernes

El mayor miiltiplo de 7 menor
que 200 es:

Un mapa de carreteras estd he-
cho a escala 1:400.000. Si en
el mapa la distancia entre dos
pueblos es de 5 cm, jcudl es la
distancia real en km?

Al escribir en fila todos los
nimeros enteros del 1 al 1000,
observo que hay cinco consecu-
tivos cuya suma es 600. ;Cual
es el mas pequeno de estos cin-
co nimeros?

10

El torniquete que marca el
niimero de visitantes que hay en
la puerta del Museo de Cien-
cia, senala en cierto instante
1879564, que es un niimero que
tiene todas sus cifras distintas.
;Cudntos visitantes tienen que
entrar como minimo para que
esto vuelva a pasar?

11

;En cudanto rebasa la suma
de los 10000 primeros niimeros
positivos pares a la suma de
los 10000 primeros positivos im-
pares?

12

;De cudntas maneras (sin im-
portar el orden de los suman-
dos) se puede obtener 50 como
suma de dos primos?

1 5La edad media de 5 osos es

120 meses. ;Cudl es, en anos, la
suma de sus edades?

16

Un helicéptero puede volar 90
minutos con un tanque lleno de
combustible. ;Cudntos tanques
harén falta para que vuele 6 ho-
ras?

17

La suma de los veinte primeros
nimeros enteros positivos con-
secutivos es 210. Entonces la
suma de los primeros cuarenta
niimeros enteros positivos es:

18

Una fotocopiadora hace 9000
fotocopias en una hora y otra
3000. Puestas en funcionamien-
to las dos a la vez, jcudntos se-
gundos tardardn en sacar 1000
fotocopias?

19

Colocando un 1 al final de un
nimero, su valor aumenta en
13789. ;Cudl es la suma de las
cifras del nimero original?

;Cudl es el primer afio después
de 2011 que sea el producto de
3 enteros consecutivos?

23

;De cudntas formas puedo
repartir 12 caramelos entre Ali-
cia, Beatriz y Carlos si a cada
uno de ellos le tengo que dar por
lo menos 37

24

; Cudntos numeros hay de tres
cifras a5b que sean multiplos de
127

25

Al dividir un ndmero en-
tre 7 obtenemos un resto de
2. ;Qué resto obtendremos si
anadimos 2011 a dicho niimero
v lo dividimos entre 77

26

;. Cudntos capicias de tres cifras
son miiltiplos de 117

A las tres de la tarde, el dngulo
entre las agujas de un reloj es
90°. ;Qué dngulo formaran 10
minutos mas tarde?

30 ;, Cudntos niimeros enteros com-

prendidos entre 100 y 999 ve-
rifican que el producto de la
cifra de sus unidades por la cifra
de sus decenas, coincide con la
cifra de sus centenas?

31

Pedro tiene 20 bolas de distin-
tos colores: amarillas, verdes,
azules y rojas. 17 no son verdes,
5 son rojas y 12 no son ama-
rillas. ;jCudntas bolas azules
tiene Pedro?




Arte y Matematicas

“Lo bello es lo que nos deleita”, decia Platén. El arte y la matemética han estado
relacionados desde siempre. Ambos comparten la biisqueda de la perfeccién, el sentido
del orden y de la estética, el estudio del espacio y el tiempo, el beneficio de la dimen-
sion, el reconocimiento de patrones y formas. Ambos buscan entender la naturaleza y
crean modelos que la representen.

Un artista v un matemdtico tienen denominadores comunes, trabajan con propor-
ciones, con simetrias, con el rectdngulo dorado, con teselaciones. Ambos se dedican al
estudio de la belleza: de la armonia y del caos. La matematica misma es arte. Para
entender esto, solamente basta adentrarse en la perfeccién de un argumento légico con
todas sus partes. Por otro lado, el arte es proporcién, es justificacion, carece de con-
tradiccion a los ojos del artista, el arte es matematicas. Ambos estudian la dualidad
entre lo finito v lo infinito. El matemadtico usa los grupos algebraicos para investigar
las simetrias; el artista plastico las estudia y las plasma en su obra. No es casualidad
que objetos tan simples como una tarjeta de crédito tengan la forma y tamano que
tienen, ni que estructuras arquitecténicas tan complejas como el partenén sean como
son. Han nacido de esta comunién entre la matematica y el arte, entre lo exacto y lo
bello. El arte utiliza y le da sentido a la matematica y ésta a su vez guia y transforma
el arte. Esta relacion entre el arte y la matematica ha ayudado no solamente a que se
use la matemadtica para explicar el concepto de belleza, sino que el arte ha contribuido
al desarrollo de técnicas matematicas.

Algunos de los elementos fundamentales de la matematica que se usan en el arte es el
nimero y el rectiangulo dorados.

Si consideramos un segmento AB y lo dividimos en dos segmentos a y b de tal manera

b a+b A ath B

que — = by obtenemos b a
a

2
b?> = ab + a? y al dividir por a?, (E) = b
a

—+ 1. Si 2 = —, entonces 2* = z + 1.
a a
Usando la férmula cuadritica tenemos que

1++v5 N
T = 2\/_ a — i1 i —s ﬂ N
: b 1445 - - .
Es decir que — = V5 ~ 1.618033... a au a \/5a
a 2 2 2 -
que es conocido como el niimero dorado E
o.
Podemos construir un rectiangulo dora- = a N
. . . 1+ v5 5
do partiendo desde un cuadrado y siguien- (T)‘ 2 2

do los pasos que se muestran a continua-
cién.

El rectangulo dorado se usa en el arte y la arquitectura:

Por otro lado consideremos la sucesién de Fibonacci, la cual comienza con ag = 1
y a; = 1 v los siguientes niimeros de ahi en adelante se consiguen sumando los dos
anteriores, es decir, as = 2, a3 = 3, a4 = 5 y asi sucesivamente obteniendo la siguiente
sucesion:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377,610,987 ...

Cuando dividimos ~2*! conseguimos lo siguiente:
1=1 21625 M =1.61797
2-2 2 =1.61538 23 —1.61805
3=15 3 =1.61904 317 =1.618025
2 =1.66666 2 =1.61764 819 =1.618037
£ =1.60000 82 =1.61818 o5 =1.618032
Qn+1

Notemos que se va aproximando al valor del mimero dorado ¢.

Cuando construimos cuadrados de lado los nimeros de Fibonacci
y los colocamos uno al lado del otro como lo muestra la figura, los
rectangulos que se van formando se van aproximando a un rectangulo
dorado.

Pero la naturaleza, no se escapa de esta belleza que nos da la
matematica: “una verdadera obra de arte”.

i

Luis Fernando Caceres Duque

Gabriel Dario Uribe Guerra

Departamento de Ciencias Matematicas
Universidad de Puerto Rico, Recinto de Mayagiiez
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
1 un rectangulo de dimensiones 2  Diez nfimeros consecutivos
1 cm y 9 cm tiene el mismo suman 95. ;Cudl es el mayor
perimetro que un cuadrado de de ellos?
area:
Si i de un nimero es 6, en- Si S es la suma de los restos 7 ;Cudntos enteros positivos 8§ Lasuma de tres nimeros es 20. 9 El perimetro de un tridngu-
tonces los % de ese nimero es: de las divisiones de los niimeros menores que 10000 verifican El primero es 4 veces la suma lo equildtero coincide numérica-
1200, 1201, 1202, 1203, 1204 y que el producto de sus cifras es de los otros dos y el segundo es mente con el drea de su circu-
1205 entre 6, jcudl es el resto de 847 7 veces el tercero. jCudl es el lo circunscrito. jCudnto mide el
la divisién de S entre 67 producto de los tres? radio del circulo?
12 Un grupo de nifios estdn jugan- ;Cudntos enteros entre 999 y |14 Si desarrollamos el nimero 15 En un tridngulo obtuséngulo |1 @ El jardin de Antonio es doble
do con sus bicicletas y triciclos 2001 son multiplos de 15, 20 y isésceles, el circuncentro define que el de Benito y triple que el
en la puerta de la casa de Bea- 257 4% x 513, un rombo con los tres vértices de Carlos. Los tres empiezan a
triz. Beatriz cuenta 7 nifios y 19 , . , del tridngulo. ;Cudnto mide el la vez a cortar la hierba, cada
ruedas. ;Cuéntos triciclos hay? jcuéntas cifras tendrd? 4ngulo obtuso? uno en su jardin. Carlos va a la
mitad de rapido que Benito y la
tercera parte de rdpido que An-
tonio. ;Quién acabd el primero?
19 Si a la tercera parte de un |2() (Cudntos nimeros primos ¢ (27 El cuadrado de lado x de la |29 Emilio sale de casa a las 8 horas | 2.3 Olimpiada Iberoamericana de

niimero se le suma 48 da co-
mo resultado el triple de ese
nimero. ;Cudl es el nimero?

tienen la propiedad que ¢* + 1
también sea primo?

figura, lo hemos dividido en dos
cuadrados y dos rectdngulos.
(Cuénto mide =7

18 cm?

81 cm?

55 minutos y llega al colegio a
las 9 h 17 min. Su compafiera
Fatima llega al colegio a las 9
h 25 min, pero vive mucho mas
cerca del colegio que Emilio y
tarda 12 minutos menos que él
en el trayecto de casa al colegio.
A qué hora sale Fatima de su
casa?

Matemdticas
@?

(Costa Rica, 23 de septiembre a
1 de octubre)

26 Para dar un paseo de 1000 m
en su jardin rectangular, Pe-
dro tiene que recorrer 25 veces
su lado mayor o dar 10 vueltas
completas alrededor del jardin.
i Cudl es el area del jardin de
Pedro?

27 Escribiendo un 1 al principio y
otro 1 al final de un nidmero,
éste aumenta en 14789. ;Cudl
es la suma de las cifras del
nimero original?

28

Cudntos mimeros enteros hay
entre § y 27?7

29

. Cudl es la cifra de las unidades
de 19% + 99997

30 El mimero 64 tiene la propiedad
de ser divisible por la cifra
de sus unidades. jCudntos
numeros enteros comprendidos
entre 10 y 50 tienen esta
propiedad?




Posiblemente todos alguna vez nos hemos encontrado con w. No se requiere ser
matematico para identificar ese simbolito tan particular y recordar que “algo tiene que
ver con el circulo”. 7 representa en realidad un mimero especial que aparece en todas las
férmulas donde algo tiene forma de circunferencia, esfera, cono o similares (aunque no
se limita a esas férmulas). Como ejemplo, a continuacién se encuentran algunas de las
férmulas geométricas basicas en las que m hace aparicion estelar:

Esfera
Superficie= 4 x 7 x (Radio)?
‘v Volumen= 3 x 7 x (Radio)®
) Cilindro

Superficie (sin tapas)= 2 x mxRadiox Altura
Superficie (con tapa)= 2 x mxRadiox (Radio+Altura)
Volumen= 7 x (Radio)?x Altura

Circulo
Circunferencia= 2 x mxRadio
Area= 7 x (Radio)?

Sin embargo, jquién o qué es ese nimero 77 ;Qué sabemos de 77 En principio, 7 es una
letra griega (que serfa algo asi como el equivalente a nuestra p) utilizada desde 1706 por
parte de William Jones como simbolo de la proporcién entre la longitud de una circun-
ferencia y su didmetro, pero solamente se hizo popular darle ese simbolo a partir de que
el famoso matematico Leonhard Euler decidié utilizarlo en 1737.

Es conocida por gran cantidad de personas la expresion 3.14 para hacer cdlculos con
m, algunos hasta 3.1416, aunque estas expresiones no son exactas. m es un nimero ir-
racional, lo que significa que no es posible escribirlo como la divisién de dos niimeros
enteros, por lo que ademas su expresién decimal no acaba y tampoco se vuelve repetitiva.
La escritura decimal de 7, con sus primeros veinte digitos decimales, es

m = 3.14159265358979323846 . . .

aunque como ya se dijo, esta escritura no termina jamds y tampoco se hace repetitiva.

La historia estd llena de aproximaciones a m, siendo las primeras de estas aproximaciones

presentadas como fracciones. Por ejemplo, se cree que los egipcios tenian un concepto de
—— = 3.16049382716049382716.. . .,

7w en el que
4\*
= (5) T8

mejorado ligeramente por los babilonios hacia el ano 1900 a.C., que ya conocian una
buena parte de la importancia de 7 y por eso tenian como fundamento para utilizar en
sus célculos el valor

256

25
~ — = 3.125.
T 3 3.125

Mas adelante en la India, alrededor del ano 900 a.C. se genero la aproximacion

R % = 3.13888888888888888888 . ..

que fue la mejores aproximaciones conocidas hasta que Arquimedes de Siracusa cerca al
ano 225 a.C. determind, a través de un calculo riguroso utilizando poligonos inscritos y
circunscritos a una circunferencia, que

223 22
3.14084507042253521126 . .. = T <7< - = 3.14285T14285714285714 . . ..

Por su parte, el matemético chino Liu Hui alrededor del afio 250 de nuestra era generé la
aproximacion

m = 3.141864,
mejorada casi inmediatamente a
3927
71250
que es de hecho la méas acertada de las aproximaciones de uso comin. Sin embargo, el
matematico chino Zu Chongzhi alrededor del afio 500 obtuvo una de las mejores aproxi-
maciones geométricas conocidas,

= 3.1416,

T

=

355
TR % — 3.14159292035398230088 . . .,

que fue durante muchos afios el valor més acertado disponible. A partir de ese momento
surgieron y siguen surgiendo todo tipo de férmulas y métodos para aproximar el val-
or de m cada vez con mayor precision. En tiempos modernos y con ayuda de equipos
computacionales se ha avanzado considerablemente en el calculo preciso de 7, por ejem-
plo, Yasumasa Kanada, investigador de la Universidad de Tokyo, calculé en 1999 la
sorprendente cantidad de 206158430000 digitos decimales de m, marca que él mismo
superd cuando en 2002 reporté haber calculado 1241100000000 digitos decimales de 7.
Dentro del desarrollo del estudio de 7, destacando ademés sus sorprendentes conexiones
con otras dreas de las matematicas, se han encontrado todo tipo de férmulas que permiten
calcular su valor con mayor o menor precision, siendo algunos ejemplos muy curiosos las
formulas

oMol aly

i Qué nos entregara 7 mas adelante?
Oscar Bernal

Universidad de los Andes, Bogota, Colombia
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3 De los 30 estudiantes de una |/  Anay Sara fueron una vezigual | 5 ;Cudl es la suma de las solu- | (;  ;Para cudntos enteros positivos 7 Si
clase, 20 se lavan los dientes de altas. Desde entonces, Sara ciones de la ecuacién (2z + n resulta que n® — 3n + 2 es un
después de cada comida, 18 van ha crecido el 20 % mientras que 3)(x—4)+ (224 3)(z —6) = 07 niimero primo? 8070 4 22011 4 41006 — 14 x 167,
una vez al ano al dentista y Ana ha crecido la mitad de .

9 hacen ambas cosas. ;Cudntos centimetros que Sara. Si Sara entonces z es igual a:
no toman ninguna de estas me- tiene ahora 156 cm de altura,
didas? ;Cudnto mide, en cm, Ana actua-
mente?
El profesor le pidié a Sara que 11 Si el producto de tres niimeros 12 El oido humano tiene wna 13 En cierto aio, el mes de julio 14 (Para cudntos enteros positivos
restara 3 de cierto mimero vy enteros consecutivos es 8 veces “construccion” tal, que los tiene 5 lunes. De los siguientes n es 55— el cuadrado de un
luego dividiera el resultado en- su suma, jcudl es la suma de sus sonidos  cuyas  frecuencias dias de la semana, jcudl es se- mimero entero?
tre 9. En vez de hacer eso, Sara cuadrados? estin en la proporcion simple ZUro que no aparece 5 veces en
le resté 9 al niimero y dividié el (2/1, 3/2, 4/3 etc), suenan el mes de agosto de ese mismo
resultado entre 3, obteniendo juntos de wuna manera agra- ano?
43. ;Qué habria obtenido si hu- dable. Casi todos los procesos
biera hecho lo que le dijeron? fisicos que producen sonidos
producen también “frecuencias
armonicas”.

17 Las dos raices de la ecuacién 18 La ecuacién 22 + ax + b = 0 19 Si A, B y C son nimeros para 20 El ntmero 25%% x 64%° es el 21 (De cudntas formas diferentes
x? — 63z + k = 0 son niimeros tiene soluciones a y b que son los que 1001C — 20024 = 4004 cuadrado de un nimero entero pueden ordenarse 8 personas
primos. El niimero de posibles numeros distintos de cero. El y 1001B+3003A = 5005, la me- positivo N. ;Cudl es la suma de en una fila en frente de una
valores de k es: par (a,b) es: dia aritmética de ellos es: las cifras de N7 cafeteria?

2/ Si xz e y son nimeros diferen- |95 Si a es solucién de la ecuacién | 9 (; Al copiar una multiplicacién de | 977 Siz e y son niimerosrealestales | 29 Si = = 11°, halle el va-
tes tales que 2011 + 2 = 3% y a2t + 22 — 1 = 0, el valor de dos niimeros, David escribi6 un que (22 —y?)(a% —22y+y?) =3 lor de (sen(z) + cos(x))? —
2011 + y = 22, el valor del pro- a® + 2a* es: factor 54 en lugar de 45, sien- con z —y = 1, el valor de xy es: 2sen(x) cos(x).

ducto zy es:

do la respuesta 198 unidades
mayor que la que tendria que
haber obtenido. ;Cudl era la
respuesta correcta a esa multi-
plicacién?

31 Si la pardbola
y=a"+8z+k

tiene su vértice en el eje de abs-
cisas, el valor de k es:




Cédigos correctores de errores

El problema 6 de la Olimpiada Brasilena de Matematicas (OBM) de 2002 fue el
siguiente:

Problema. Arnaldo y Beatriz irdn a acampar y para comunicarse utilizardn senales
de humo, a veces formardn una nube grande, otras veces una pequena.

Antes del desayuno, Arnaldo consigue enviar una sucesion de 24 nubes. Como no siem-
pre Beatriz consigue diferenciar una nube pequena de una grande, deciden hacer un
diccionario previo a la acampada. El diccionario contiene N sucesiones de nubes (co-
mo, por ejemplo, PGPGPGPGPGPGGPGPGPGPGPGP donde P significa nube
pequenia y G significa nube grande). Para cada sucesion, el diccionario indica su sig-
nificado. Para evitar confusiones, Arnaldo y Beatriz evitaron incluir en el diccionario
sucesiones parecidas. Mds precisamente, dos sucesiones distintas en el diccionario di-
fieren en al menos 8 de las 24 posiciones. Demostrar que N < 4096.

Solucidn: Para cada sucesion a en el diccionario, sea S(a) el conjunto de las sucesiones
de 24 nubes que difieren de a en a lo sumo 4 posiciones. Si a y b son dos sucesiones
distintas en el diccionario, como a y b difieren en por lo menos 8 posiciones S(a) y S(b)
tienen en comiin solamente las sucesiones que difieren de ambas en cuatro posiciones.
Veamos a cuantos conjuntos S(a) cada sucesién puede pertenecer: si una sucesion x
difiere en cuatro posiciones de a y en cuatro posiciones de b, estas ocho posiciones
no pueden tener repeticiones, pues en caso contrario a y b no tendrian 8 posiciones
diferentes. Por lo tanto, x pertenece a lo sumo a 24/4 = 6 conjuntos S(a) distintos.
Por lo tanto, considerando que cada sucesién puede pertenecer a seis conjuntos S(a)
y la unién de los conjuntos S(a) van a cubrir a lo sumo todas las 22! sucesiones,

. 24 24 24 24 1724 04

() () () () 1) 52 o v
Este juguete de senales de humo es, en verdad, un caso particular

de los cddigos correctores de errores. Estos c6digos son utilizados

en cualquier transferencia de datos, como teléfonos méviles y la

Internet.

Tales c6digos funcionan de la siguiente manera: uno codifica su

mensaje v este mensaje codificado es enviado; este puede sufrir

diversas alteraciones por los més diversos motivos, por eso no es necesariamente lo
que sera recibido; pero de igual forma utilizando los cédigos correctores de errores es
posible decodificar el mensaje de modo que es posible obtener los datos originales.

—

datos—| codificador |— mensaje—[errores]
mensaje alterado—|decodificador |—>dat-os recuperados

El funcionamiento de esos codigos estd basado en las mas diversas partes de la
Matematica, como topologia, dlgebra y geometria proyectiva.

En nuestro problema, ;cémo funcionaria la decodificaciéon? Basta mirar a cual de
los conjuntos S(a) pertenece el mensaje y tomar el valor a correspondiente. Por

ejemplo, si a = PGPGPGPGPGPGGPGPGPGPGPGP y se ha recibido
PPPGPGPGPGPPPPGPGPGPGPGP, entonces esta claro que se ha enviado a,
pues s6lo puede pertenecer a S(a). Un cddigo que alcanza las condiciones del problema
pll(!d() (:(Jrr(:gir kA J.O SO 3 CIrores.

Existe un cddigo que alcanza la igualdad en
el problema, el cddigo de Golay, que es basa-
do en uno de los grupos de Mathieu, uno de
los grupos esporadicos. Este cddigo fue uti-
lizado para enviar fotos de Jupiter y Saturno
desde sondas espaciales. Al lado estd una de
las fotos transmitidas.

Oftro codigo utilizado para enviar imagenes desde el espacio es el codigo de Reed-
Muller, que es basado en geometria proyectiva. Las siguientes fotos de Venus y Mer-
curio fueron sacadas v enviadas con ayuda de este cddigo:

Los cédigos correctores de errores utilizados en grabaciones de CDs y DVDs son los
codigos de Reed-Solomon, que utilizan ampliamente nimeros complejos, polinomios,
matrices y determinantes.

jAsi que si escuchas misica o ves un DVD, es gracias a matemadtica avanzada como
nimeros complejos, polinomios, matrices y determinantes!

Carlos Yuzo Shine
Departamento de Matematica
Escola Superior de Engenharia e Gestao (ESEG) — Brasil
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;,Cudl es el mayor divisor de
21 — 1 distinto de él mismo?

NOVIEMBRE 2011

Miércoles

;, Cudntos nimeros hay que sean
cuadrados perfectos y divisores
de 72007

Jueves

Nueve amigos se compran una
bicicleta cada uno. Por una
parte, sabemos que la media a-
ritmética del precio de ocho de
las bicicletas es de Bs. 820. Por
otra, sabemos que la bicicleta
que nos falta cuesta Bs. 640 méds
que la media aritmética de to-
das las bicicletas. ;Cudnto cues-
ta esta ultima bicicleta?

Viernes

(Podrias decir en qué cifra ter-
mina el producto de 3 elevado a
27653 por 7 elevado a 795787

7

Si log(ay®) = 1y log(z?y) = 1,
Jcuanto vale log(zy)?

En un cuadrado ABCD de la-
do 18 cm, se toma un punto
FE sobre el lado AB de forma
que EB = 5AE. Se trazan EC
v la diagonal DB, que se cor-
tan en F. Encuentra el area del

triangulo BFC.

Calcula las soluciones reales de
la ecuacién siguiente:
(97 — x)V4 4 21/ = 5.

10

Consideramos el niimero S =
9+ 99 4+ 999 + 9999 4+ ... +
9999...9999, siendo el 1ltimo
sumando un nmimero escrito con
99 nueves. Determina la suma
de los digitos del niimero S.

11

Tres futbolistas de un equipo,
Antonio, Braulio y Carlos, han
conseguido durante la tempora-
da 50 goles. Sabiendo que en-
tre Antonio y Braulio han con-
seguido 34, y que entre Anto-
nio y Carlos han conseguido 36,
jpodrias decir los que ha con-
seguido Carlos?

Determina  los lados  del
triangulo rectingulo del que
se conocen el perimetro, 96
unidades, y la altura sobre
la hipotenusa, que mide 96/5
unidades.

15 Decimos que un conjunto £ de

numeros naturales es especial
cuando al tomar dos elementos
cualesquiera distintos (a,b) del
conjunto E se tiene que (a—b)?
divide al producto ab. Encuen-
tra el conjunto especial forma-
do por los tres elementos mads
pequenos posibles.

16

A un nimero de 3 cifras le
damos la vuelta, es decir, in-
tercambiamos las cifras de las
unidades y la de las centenas,
resultando un mimero mayor,
que multiplicado por el original,
da 65125. ;Cudl era el ntimero
original?

17

Si el resto de las divisiones de
1059, 1417, y 2312 entre el en-
tero d, mayor que 1, es siempre
el mismo, calcula d.

18

etc).

Halla todos los nmiimeros natu-
rales n que verifican la condi-
cién [n/2] + |2n/3| = n + 335,
donde |z] es la parte entera de
z (esto es, [1.32] =1; [2] = 2;
[1/2] = 0; [3.14159...] = 3,

21

Los enteros positivos 30, 72 y
N tienen la propiedad de que
el producto de cualesquiera dos
de ellos es muiiltiplo del tercero.
. Cuadl es el menor valor posible
para N7

22 Los pesos de todas las parejas

posibles formadas con cinco es-
tudiantes son: 90 kg, 92 kg, 93
kg, 94 kg, 95 kg, 96 kg, 97 kg,
98 kg, 100 kg y 101 kg. ; Cudnto
pesan en total los cinco estu-
diantes?

23

En un congreso hay hombres y
mujeres. Abandonan 15 mujeres
el congreso y entonces quedan
2 hombres por cada mujer. A
continuacién abandonan el con-
greso 45 hombres y quedan en-
tonces 5 mujeres por cada hom-
bre. ;Cudntas personas partici-
paban inicialmente en el con-
greso?

24

Determina el menor entero po-
sitivo N tal que el producto
3999 x N termine en 888.

25

tos y

(z*,9% 2%) forman progresién
aritmética, calcula el nimero y.

Si @,y,z son mimeros distin-

las ternas (z,y,2z) ¥y

Halla todos los mniimeros
racionales m tales que m + #
sea entero.

29 Hay un tnico valor real de

para el que la mediana y la
media aritmética de los cinco
numeros 4, 2, 16, 6 y z son
iguales. Calcula ese valor.

30

Calcula la suma de los 120
niimeros de 5 cifras, no repeti-
das, que se pueden formar con
lascifras 1,2 ,3,4y 5.

Progrrase i aeomtior |

£

& L] L.

E .i‘l .i
e
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La razén durea y los niimeros de Fibonacci

El nimero

1+5
T = (1)

es un irracional de gran abolengo histéri-
co que suele llamarse la razén Aurea. Los
griegos clasicos consideraban que una forma ;
rectangular cuya razén entre sus lados fuese
r = 1,618033989... producia la mejor impre-
sion estética. Conforme a esta idea disenaron
templos y estatuas. También los artistas
del Renacimiento (Botticelli, Da Vinci, etc.)
emplearon esta “divina proporciéon” en sus
obras.

Nétese que (1) es la raiz positiva de la
ecuacion de segundo grado

-z -1=0

Consideremos por otro lado la sucesion infinita
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...
cuyo término general designaremos por u, y que se define como

uy = 1 v Uy = Upoy + Upe VN >2

—de modo que cada término es igual a la suma de los dos anteriores.

Esta secuencia de enteros fue estudiada por Leonardo
de Pisa, mejor conocido como Fibonacci, por el aio
1202 en su obra Liber Abaci. Tiene una riqueza sorpren-
dente de propiedades y se presenta en las mas variadas
situaciones, desde la reproduccién de los conejos hasta
en muchas ramas de la Matematica v de las Ciencias
Naturales. Ha quedado con el nombre de sucesiéon de
Fibonacci. Veremos que existe un vinculo interesante
entre ella y la razén aurea.

Multipliquemos por u, la ecuacién (2) para obtener

UpZ? — UpT — U, = 0

Leonardo de Pisa
(1170-1250)

Ahora expresamos el coeficiente de x como u,, = U, —
Un_1 ¥ Obtenemos un2? + Uy 12 = Up1 T + Uy, de donde

TUn41 + Uy

g = il Tl (4)

TUp + Up—1

Esta identidad sugiere considerar la sucesion de fracciones r,, = w41 /tn; es decir

2 3 5
T = — s == ?"4=§

1
TI=—
1 1

Si a,b,c,d son enteros positivos, se puede probar que la fraccién (a + ¢)/(b + d) se
encuentra comprendida entre a/b y ¢/d.
En consecuencia, el mimero x expresado en (4) estd comprendido entre

o= Up41 _ TUn41 y Un
L
Up Ty

Th-1 =
Up—1

Proponemos al lector que demuestre, aplicando el Principio de Induccién, que la suce-
sion de Fibonacci satisface la identidad

W = ety = (<)M (V> 1) 5)
De (5) se deduce
U U -1 n+1 1
e et = ( ) == |Tn—1 - Tﬂ| =
Un—1 Un UnUp—1 UplUp—1

y, como x estd entre cada par de consecutivas r,, y r,_1, tenemos

1

UpUn—1

|:'B - r""ﬂ| < |:'“n—1 - ’-'“n| = (6)

Ahora bien, es claro que los términos de Fibonacci u,, crecen indefinidamente a medida

que n se hace grande, luego (1/u,u,—1) > 0 puede hacerse arbitrariamente pequeno.

Significa que, en virtud de (6), r, se aproxima tanto como se quiera a x con sélo tomar

n lo suficientemente grande. Esto demuestra, como el joven lector aprendera mas
Up41

adelante, que
, 1++/5
lim = —

TH— 00 u‘n 2

No sélo hemos establecido un vinculo interesante entre la sucesién de Fibonacci y
la razén durea, sino que hemos construido un eficaz algoritmo para calcular z. Por
ejemplo, el cociente rig = uy9/u1s = 4181/2584 = 1,618034056. .. aproxima a x con
un error menor que 1/(uy7u8) = 1/(1597 x 2584) < 1075 o sea que tiene al menos 5
decimales exactos.

Ignacio L. Iribarren
Academia de Ciencias Fisicas, Matematicas y Naturales
y Universidad Simén Bolivar



DICIEMBRE 2011

Martes Miércoles Jueves Viernes
1 Un tridngulo isésceles de lados |2, Encuentra el mayor entero x tal
5, 5y 6, estd inscrito en una cir- que /% — g1/5 =2,
cunferencia. Calcula el radio de
. _ _ > ésta.
;5' =
5 | | | | |
T e T

5 Si el nimero de 5 cifras 6 Una funcién [ definida para 7 Calcula cudntos miiltiplos de 8 Un famoso matematico es- 9 Llamamos  primos  frillizos
5D D D D es divisible por 6, los enteros positivos verifica que 10, positivos y menores que 156 cribié en 1864: “En algin mo- a aquellas ternas de primos
calcula el valor de D. f(m) + f(n) = f(m-n) cua- son suma de cuatro enteros con- mento de mi vida, hace al- (a,b,¢) econ b —a = 2y

lesquiera que sean los mimeros secutivos. gunos anos, el cuadrado de mi c¢—b = 2. Halle todas las ternas
enteros positivos m y n. Si edad coincidié con ese ano’jEn de primos trillizos.

f(2) = 8y f(3) = 10, calcula qué afio nacié?

£(12).

12 Las raices de la ecuacion 13 Halle un niimero de tres digitos 14 ;Cuél es la suma de los prime- 15 El tridngulo ABC es rectdangulo 16 Determine todos los pares de
22 +4r — 5 = 0 son tam- abe tal que 49a + Th + ¢ = 286. ros 15 miiltiplos positivos de 67 con dngulo recto en A. El circu- enteros (x,y) que satisfagan la
bién raices de la ecuacién lo con centro A y radio AB in- ecuacion
22% 4+ 922 — 6z — 5 = 0. ;Cudl tersecta a BC' y AC interna- 622 — 3zy — 13z + 5y = —11.
es la tercera raiz de la segunda mente en D y FE, respectiva-
ecuacion? mente. Si BD = 20y DC = 16,

determine AC?.

19 Determine la suma de los dngu- 20 Tres nimeros forman una pro- 21 En el tridngulo ABC, el ZA 22 Resuelva el sistema de ecua- 23 Determine todos los puntos in-
los A, B, donde 0° < A,B < gresién aritmética con diferen- mide 120°. Sea un punto D ciones: teriores al segmento de ex-
180° v sen A + sen B = AQQ, cia comun 11. Si al primero interior al tridngulo tal que a tremos (-4,11) y (16,-1) cuyas
cos A+ cos B = % se le resta 6, al segundo 1 y £ZDBC = 2 . ZABD y xy? = 103,:3_ = 1010, coordenadas son enteros posi-

el tercero se dobla, los nuevos £DCB = 2-ZACD. Determine tivos.
nimeros forman una progresion la medida en grados de ZBDC.

geométrica. Determine los posi-

bles valores de los tres primeros

nimeros.

26 (Cuadl es la cifra de las unidades 27 Calcula todos los enteros posi- 28 En el tridngulo ABC la circun- 29 Si la media de tres nimeros es 30 Calcula el drea del trapecio
d

e 72011?

tivos n para los que
n? — 190 + 99

es un cuadrado perfecto.

ferencia inscrita es tangente a
AB en P y tiene 21 cm de ra-
dio. Si AP mide 23 cm y PB
27 cm, calcula el perimetro del
triangulo.

10 unidades mayor que el més
pequeno y 15 unidades menor
que el més grande y la mediana
de esos tres nimeros es 5, jcual
es su suma?

ABCD de bases AB = 52 cm
y CD = 39 cm, si los lados BC'
v DA miden 12 cm y 5 cm, res-
pectivamente.
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Soluciones Enero - Junio

Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio
3 | 10045. 1 | 8 secuencias. 1 (0. 1 2 | 10 cm. 1 |5
4 | 32 afos. 2 |3 2 | 750 nimeros. 4 . 3 |32y 34 2 | 10.
5 | 0. 3 |1 3 | 108 m?. 5 | 33. 4 | Son iguales. 3 | 13 billetes.
6 | 14 palomas. 4 | 10. 4 | Bs. 58,10. 6 | Bs. 8. 5 | 7. 6 | Bs. 3,90.
7 | 9:45 am. 7 | 6. 9 | 13 carites. 7 |41, 9 | 1m. 7 | 15.
10 | 8 naranjas. 8 | Bs. 1000. 10 | 54 cubos. 8 | 3. 10 | 105. 8 | 6.
11 | 9 hojas. 9 | 13 afios. 11 | Bs. 120. 11 | 27. 11 | 10 dias. 9 | 27 balones.
12 | 9 cuadrados. 10 | 39 meses. 14 | 30 tridngulos. 12 | 4. 13 | 32 cm?. 13 | 16 cm.
13 | Tres quintos de 11| 2. 15 | 21 péginas. 13 | 45 anos. 16 | 398, 400, 402, 404 y 14 | 13 motos.
metro. 14 | 24. 16 | 7 paquetes. 14 | 13. 406. 15 | 3 hermanos.
14 | 7 caramelos. 15 | 2 km. 18 | 35%. 15 | Bs. 4000. 17| 11:46 pm. 17 | 2599.
17 | 23 estudiantes. 16 | 10%. 21 | 70 cm. 25 | Domingo. 18 | 60 estudiantes. 20 | 9 autobuses.
18 | 160. 17 | 402 grupos. 22 | A. 26 | 37 afios. 19 | 0. 21 | 444.
19 | 6 bolas verdes. 18 | 78. 23 | 30°. 27 | 8 litros. 20| 1 kg. 22 | 72
20 | 5:05. 21 | Bs. 96 24 | 11. 28 | 4. 23| Bs. 9. 23| 8.
2119. 22 | 240 km 25 | 28. 29 | 44. 24 | 28 cuadernos. 27 | 12 aiios
24 | 28 zanahorias. 23 | Jueves 28 | 4 afios 25 | 144 sz. 28 40%
25 | 2400 m. 24 | Lunes. 29 | 199. 26 | 12 p]antas. 29 | 21.
26 3. 25 | 16 alumnos. 30 | 9. 27 | 12 maneras 30 | 24.
27| 3. 28 | 25%. 31|25 cm diferentes.
28 | 12. 30 | Si, posicién 15.
31 | 12 pasteles. 31 | 2337.
— — — — ——————
e — o o ——— S =
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
] ] ] ] ] ]
] ] ] ] ] ]
| | | | | |




OJM Soluciones Julio - Diciembre
Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre
4 | 3082. 1 | 18. 1 | 25cm? 3 | 1 estudiante. 1 | 5461. 1 | &
6 | 50. 2 | 40. 2 | 14. 4 | 143 cm. 2 | 12 niameros. 2 | xz=32
7 |3 3 |5. 5 |9. 5 | 502. 3 | Bs. 1540. 5 | D=4
8 | 12. 4 | Dario. 6 |3 6 | 1. 4|7 6 | 26.
11 | 150. 5 | 196. 7 |72 7 | 501. 7 |2 7 |8.
12 | 80 m. 8 |20 km. 8 |28 10 | 15. 8 | 80 ¢m?, 8 | 1806.
13 | 123. 9 |118. 9 |38 11| 77. 9 |16y 81. 9 |(3,5,7).
14 | 140°. 10 | 38 visitantes. 12 | 5 triciclos. 13 | Domingo. 10 | 99. 12 —%_
18 | 1111. 11 | 10000. 13 | 3. 14 | 3. 11 | 16 goles. 13 | 556,
19| 2. 12 | 4 maneras. 14 | 13, 17| 1. 14(24, 32 y 40| [, 700
20 | 134 kg. 15 | 50 afios. 15 | 120° 18 | (1,-2). unidades. 15 936,
21 | 6. 16 | 4 tanques. 16 | Benito. 19 | 3. 15]{2,3, 4}. 16] (2.9).(L—2).
22 | Bs. 1650. 17 | 820. 19 | 18. 20 | 14. 16 | 125. 19 | 120°.
25 | 711040. 18 | 300 segundos. 20 | 1. 21 | 40320. 17| 179. 20 | 14.25.36
2 | 22. 19 | 11. 21 | 11 cm. 24 | -2010. 18 | 2010, 2012, 2013, 6 —26, —15, —4.
: 2014, 2015 y 2017. ‘
27 | 44%. 22 | 2184. 22 | 9 h 15 min. 25 | 1. oo 21 | ZBDC = 140°.
28 | Bs. 4. 23 | 9. 26 | 400 m?. 26 | 990. e vy 22 | 2 =104,y = 102
29 | 1006. 24 | 6. 27 | 10. 27 | 2. & 23| (11,2),(6,5), (1,8).
23 | 90 personas. - -
25 | 4. 28| 5 28| 1. 26 | 3.
2 | 112.
2 | 8. 29 | 8 31 | 16. 27(1,9,10,18.
25 | y=0.
29 | 35°. 30 | 17 28 | 345 cm.
28(m=—-1,m=1.
30 | 23. 29 | 30.
29 |z = —8.
31 | 4 bolas azules. 30 | 210 em?.
30 | 3999960.
] - @ ] I
— — — ——
| [ .| |
— — — —
] ] ] I
| | | |
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